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FUNCIONES EULERIANAS

GENFRALIDADES j

. Nos ocuparemos en este capitulo del esuudic &
dos interesentes func lones, definidas por medic de integra-
les Impropias, que reciben el nomire de Integrales de Euler
o Funciones Fulerisnas.

Funcion Beta:

La primera de estas mr}cionaa, llameda Integral
Euleriana de primora especle o Fuccion Beta, se define par
la integral;

1 .
B(m, n) = fxm"ltl - x)o-1 ax (1)
] 0
Qua como Se pueds ver depende de dos cantidacles arbitrarias

mdopendientaas Wy n, que reciden el nombre de Perdmetrd
de la f.umion.
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' Debemos estsblecer, pera que valores de estos
perametros, la integral converge.

5 Estd o la vista, Qque sim 31 y ngl, la
funcion sub-integral es contfnua y la integral resulta con -
vergente.,

Podemos demostrar que mientras se conserven
m>0 yn >0, la integral seguira convergente.

Descompongemss la ecuacion (1) en la forme;
m . e
B(m, n) = f BL(1 - 3l ay « j;;xm-l(l - x)n".L dx
(s

Entonces, en la hipotesis que hemos hecho'ros_
Pecto @ los valores de m y n, que constituye el caso mas
desfavorable, se . puede escriblr :

12 1
fxm—l(l - x)“'l dx ¢ 2|““ll f:‘“'l dx
) X n
- 12 n-1 |n-1|
o sea; fxm'l(l =) e 12;-_—2-31- (e)
! :
Iguslmente; _1/2 :
Im..l (l i x)n'l ax < 2Im-l| (l x)n"l ax
o B Vi
1 1 2Im--l'
o sea; ﬁ’n"]‘(l - x)B° MW (3)
. Las desigualdades (2) y (3), muestren que la

integral B(m,n) converge atin en estas condiciones.
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Bmdiaremps algunas propledades de esta fun -

cions
Demostraremos, ,Primeramente; que la funcidn es
siméetrica respecto a sus perame tros mn y n. Para ello, cam-
biamos la variable X, por uma rueva variablq u, de modc ques
x=1-u ; dx = - au
Encontremos § _
o
Bm,n) = = [ (1 < )T g8l &
e invirtiendo los limites;

2(m,n) = ﬁn-l(l - u)m']' du

S8i comparesmos, eshors, esta ecuacion con (1) edvertimos que
ella pueds obtenerse de esta u.ltima, permutando los valores
de m y n entre s_i.

8e verifica entonces ques
B(m,n) = B(n,m) (%)

es decir, la fumion Beta ' es commutativa o aimetrice re8-
pecto a sus dos paramatroa. En scguide, expresaremos esta
ﬂmcion, por medio de integreles trigonométricas, lo que se-
ra de gran utilided, cuando relacioramcs entre sl 1as dos H
funcicnes de ‘Euler, como asimismo para algunas aplicaciones
que veremos mas adelante.

Partiends de la definicidns

. g |
B(m,n) = -[;xm-l(l - x)n']‘ dx



y haciendo el cembios x =sem & -

de modo que$ dx =2 pen 6 cos © d@

se tiene;

/2 f
B(m,n)-[ﬂ(aon B»)a""2 (1 - sen® @ )n-l 2 sen © cos® d®

y redusiendo, se uag:fzas
B(m,n) = 2 f (sen ©)

Deduc iremos, ror ultimn, una tercera axpraslm
de la funcion Beta, que utilizaremos pronto.

&l (cos 8201 ag  (5)

Efectuando el .cambic de variables

Al N
i l+u

en la ecuacion (1), que define 2 nuestras mmion, obtendre -
mo8, teniendo en cuenta que? .

A e du
(1 + u)a
Yy qusj u
l-x-=
1 ¥n
o n-1
B(m:n)" - & -

' ®
¥ reduciendo B(m,n) = Wt oay
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¥y expresando nuevamente n la variahle x4

@
B(m,n) .f 1 dx
A

Las Propledades que hemcs establecido de nues-
‘tra funcion Beta, bastaran pera los fines que npos Iropone -
mos, por lo cual pesaremos Inmediatamente a estudisr la se -
gunda de las funciomes que hakfsmos anuncilado.

Funcion Gamag®

Se d7 este nombre, como asimiamc el de inte -
gral Fuleriana de Segunda espucie a la funcion definlds por
la ecuacions

m--l -x

B(m) = j x (1)

Esta funcicn, depende de un solo parémetro o,
J convarge aegun veremos immedistmmente, para valores posi-

1 0
F(m) -‘[ P e ¥ ax -rjf Bl g-X

tivos de mi

Escribamos;

- Consideremos ambas integrales senaradamentes

En primer lugar}
)y

1
5 e a2
fxm exdx<fm dx

(s} o]

1 1 )
3l S 5
es decir; f P e ax¥ (2)
o

L
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Del mismo modo, escriblendo: ’
#7 a3 BT ars 32 B
f 1 ( ) ax

y teniendo en cuenta que la funcisn exponencial e* crece
més rapidamente que la potencia xm+ 1, podemos ponar:

mml it
jl.x a"deCZfl:'de §

en que K es un mmero finito.

j:qr)“"l o-X x4 K . [%-J;"
o seaf -[u;m"l e ax< K (3)

Las dasigualdadea (2) ¥ (3), mestren que pa_
ram'>»0, la funcion Gema COAVeTE6 .,

'Con esto:

X Establescamos shorae,elgunsas propledades de es-
ta funcion.

Cambiemos m Por m*l en la ecuacidn (1) . Obte-
nemos asi; _

o
Flu + 1) *fxmo':‘ dx

Trataremos, entoncee, de relacionar las mmimee Flu) y

F(m+1) ;

Escribamos para ellos.

@®
Flm +1) = -jo. X d(e”¥)



e integremos por pertess
g @O rcu 1
Flm+ 1)= - :I.m'e"x]o+m oF i

La primera parte de la integracién es nula en
ambos lfnitea, Y la nueve integral es la funcion: F(m), de
modo que s

Flm+1) = n . Am) . (&)

Esta es la propledad fundemental de la funcion
Geama, y muestra que sl se congce el valor de la funcion, pa-
r2 un cierto valor m del parametro, gse pusde calcular su v
lor para el parametro m+l, y suceslvamente para los valores;
m+2, m+3, ... n+n, de 6l.

Del mismo modo, de la férmula (4) - obtensmos
después de cambier m yorm-1

o Fm) s(m-1) . Fm-1)
que vale para m > 1.

De aqui tenemos ques
F(m)

(m -~ 1)

Fina) - (5)

' Esta tormr..la: Permite sl calculo de ..a fun-
cion Gama para valores: m-1, m-2,... m-n, del perémetro,
cuendo ella es conocida pers el valor m, de el.

81 damos & m el valor unitario, obtenemos;

- [ e - [o])

o sea; 1) =1
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y dando velores a m en la formula (), a partir de m = 1%
F2) =1.(1) =1
¥3) =2 .(8) =12
F(h )= 3. (3) = 1.2.3

F{m*l)-m.. (m) = m.'

Deduc imos entonces que los umneros factoria -
les pueden exrresarse en términos de la funcion Pama, por me
. dio de la formulas

n! = Fm + 1) l (6)

Con ayuda de las relaciones estatlecides hesta
ehorae, podemos calcu.lar la’ funcion Gema pera cualguier va -
lor entero del parametro n. Intentaremos shora calcularla
para velores fraccionarios de el.

VCalculemos f l'(-é- , Poniendo m=1§- en la ecuacion (1);

@
( ]é') -fx'lle e ax
o

y cemblando la variable de modo Que;

x = u? :
de donde se obtiens dx =2u du
o 2
encontramos § !‘(%)= 2].'“ du
i D).

y escriblendo nuevamente en la veriable xs
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(ve]
I‘(%)‘Qjo‘o-rg,dx

Eecribamos la misma ecuacion pera la variable y:

w
rhr-2 [

S1 multiplicemos miembros & miembro estas ecuaciones;

rh- o foF e[ 4y

que puede ponerse en forma de integral dobles

0, o 2 2
T+3)
I‘(%)-4_/:j;e(' : dx dy

Pagaremos a coordenar polares, haclendo:

X=r coB@
y=r sené
y recordando que el elemento dx dy, debemos reemplazarse
por r dr dS, al efectuar este cambio:
2

w A/
ra(%),u J{joa“z rdr as

que escribimos;
n/2

r“(%) =2 jo- o 1" d(ra)_[ de
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Yy que d.é lz(%' ) - ﬂ-lq.m,.re d{rQ)
Efectuando esta integrsl, y permutando sus 1imitess
i 2
ra( % Y= n [,-re]m
de donde; l‘z(%) =
de modo que: l r (%. = Vn

(n

puesto que consideramos solamente el valor positivo al es-

traer relz cuadrads,
Escribdemos la formula:
FT'(m+1l) =m .0 (m)

J’Ponga.mosm-%g

etc

Encontramos r(g.) e r%)‘% /e L
%

Poniexdo sucesivemente: m -g, : .
P@-F T@-2.}f7

(R TN 5 .....'.I..-...C.I.-Il.
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Esta tahla muestra, que pueden calcularse, a
pertir de I' ( ), los valores que toma la runciou, para valores
cualesquiera mltiploa de 1/2, de su parametro m.

A causa de larelacidn existente entre la fun -
cion Gema ¥ los factoriales, podemos, desde este momento,
crear los factoriales de numeros fraccionarios, y teniendo
en cuenta que la ecuscion

mi=F(m +«1)

determina esta reLacion, podemos escribir una tabla de facto
riales de nimeros multiplos de 7 3

(D= 1@ = /n

@i = 5/

i D! D=3 5/m

= 3 F
(2! NI) il Rlak /m

Mis adelante daremos algunas indicaciones pera
el caloulo de la Funcion Gama, para valores reales arbitra-
rios de su‘mrématro, operacion que podremos efectuar com la
aproximac ion que desesmos.

Ix}n'esaremoa ahora la funcion Gema en otra foar
ma, que ocuparemos en el parrafo que trataremos a continna-
cion.

Seglin su definicidn:
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©
T (m) './a. gttt

Si cambismos de variable, de modo que:

2
x=u
o Beajd dx =2 u du
o 2
tendremos I'(m) =2 f -l o-u® gy

y escriblendo la integral sobre X " I

Ll‘(m) -2f e (8)

Belacioneremos esta funcion con la funcion Betas

Relacionee de las Funciones Partiendo de:
Beta y Gama:
w
Zm-1
T'(m) ’2/0. x 3‘12 dx

y escribiendo ademas
“enl P
r'(n) = Efo y o sy
tendremos, al multiplicar miembro & miembro las dos ecuacio_
nea :
@ o
T(m) .P(n) = hf x2m-1 9-12 dx_£ yeu-1 0"32 dy

Yy escribianc‘.o en forme de integral dobles
r(m) T(n) = ]‘f f 2m-1 2n-1 -(12-0- 32) dx dy
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Pasando & coordenadas polares ;
Haclendo: X=71 Ccos ©
Yy =r sen 8

¥y reemplazando dx dy por r drd @:

ma /2
T(m) T(n) = 4£_/°. remien-l o y2 [coaa)am"l (sen 9)2:1—1

d adr

Escribiramos :ahéra:
w/2

w
r(m) T(n)= eh_/; r2m+2n-1 e're dr (cos Q]Qm-l (asne)gn'l de
o

pero como:
/2
2f1 (cos E))em_:L (eena)gnﬂl d @ =8 {m,n) (1)
o

resulta;
®
[ (m) T'(n) =2 B(m,n)‘/o’ rz(mﬂ:}—l e"r2 ar

es decirs T (m) I'(n) = B(m,n). I'(m+n)
de donde despe jamos;
_T(m) T .
N R

Esta es la formula que buscamos, que es de
mucha utilidad, pare transformar las funciones Beta en Gama,
lo que silempre se procura, yor 1la facilidad de operacion

que presenta esta ultima.
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Como aplicecion de nuestra nueva formula, haga |
mos en ella: :

el
m=n 5

T r@
r (1)

y de la ecuacion (1) se sescas

Entonces: B(%,l e - I'z(%-)

w/2
1=
B(E'E) - 2-[: de =1mw
e igualendo, se obtlenes

1'2(%- = n

de donde: r(%)-}/_r?

que sirve de comprobacién a los resultados cbtenidos an__
teriomente. :

Céalculo de la Funciom Geme:

Existen teblas completas que dan,‘ con bas =
tente aproximacion, los velores de I'(m); es aun mis comun
tabular los velores de Log I'(m), por razones de utilidad
practica, faciles de comprender dade la forma de estes fm
ciones.

Hemos visto, hasta ahora,que se pueden calcu-
lar los valores de T'(m) y de T(Z5) pera toda clase de
valores enteros positivos de m. k
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Deduciremoa una formula util iara el calculo
de muestra funcion rera valores fraccionariocs ‘del parsame -
tro.

En el eatudip de la funcion Beta, mostramos

o Lo P | i
Hmuaf 2 &
Yo (1L +x)+n
y como la rumion Beta est? = .relacionada con la funcidn Ga-
ma por la ecuacion;

que ;

¥ 4

% I'(m) T (n)
B(m,n) 62 n)

b

deduc imos que ;

Q.

I'(m +n) (L + x)n*n

'y haciendo m+ n=1 obtenemos:

©.n.1
T (1-n) T (n) -f X &

o (1 +x)

]

Esta integral puede avaluarse por medio de desarrollc en ae-
ries.

Escribamos con este objeto?

R | % s @
fxn g . :ncn]'d:r.+ oL
le¢x ok il
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Caglculemos estas integrales separadamentes

Escribamos primeremente

: SR T AR
1+ x

Que vale para 0<x<1 de modo ques

n-1 4 - o &
f\x dx-Inl (1-11*!2'131"..:00) dx

l+x
o i
e integrendoi
o-1 ; ;
2 ax 1 _ 1 i g .
1+x 2 n+i *n+2 ".".‘(a)
Q

En seguids pare desarrollar I}; en el inter-

valo 1< x> , porgemos$
Rl A 1 o el DGR
-——l+x ——_II(1+_J x (1 x+12 x3+aco:ou)
i

de modo que;

= | xo-1 (= _L.‘.,...!-... = gesi o4) &x
Le*X 1 X o8 x3 |
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\

Integrendo y mm‘&;nﬂo' gue n- < 12

21 ax 1- 1 - 1 ' X
+
i 5 g SRR B L B (v}

Sumando ehora. las ecuaciones (&) y (b), tendremoss

mnl
1 gy dhe’ Lomihe g oy
L+ ** /n-2 2l m pel %

o

segun se encontrd en el Capitulo "Series de Fourier®.

Entonces

F(n) M(1wn) = ——— (1)

EEn T n
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£érmula que es velida pera 0<€ n< 1,

L "_‘I"-,‘l[l".:“.l"f1 |t Pt 0 S e S
" . 1 |

MAC DR N - i

Este formula es de gran nt.ilidad, para calcu-

lar nuestra mncion, para velorea comprendidos en el inter =

valo (0, 1),

0 btenemos §

Pare vkt 1.
0 sea:
1
Pera n=T
o Bea;
Para n = -1—:
3

O Bee }

i

- e e
n=z2 I "5": -1

T3 PP =2

P . 2w
r

r(%) rti) AR o

w2
r(];)

r (1)

rd) =2 ....._1_..
(3):'(3) u

Vs
_)_ v y
f_r(z)

/1

Por ultimo, pars n = = ;

2

Apliquémosle, por ejemplo, pares

()

(3)

(L)



&
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resultado que ya comc'moss

Lag formulas (2), (3) y (%) consideradas como
e jemplos, nusstian gue conociendo la funcion para valores cam
prendidos entre O y }_, Podemos calcularla pera el intervalo

(0, 1), por eplicacion directa de la formula (1).

Con estas deducciones, hemos extendido el cal-
culo de la funcio:n Gama a todo el intervalo real, ye que

-

3 molmemies cmanmew Ta funmcicn aue husonemos, en termi-

ud.wm,.-- - ——— - =

nos de oira cuyo para.mtro pertenezca al intervalo (0,1) ¥
a su veZ expresar oata, en funcion de otra de parametro com-
mrendido en el intervalo (0, B 1,

Por e:jamp_o, gl queremos calcular:rl (:‘L}%_), nos
pasta recurrir a la formulea;
P (m) = (m-1) T (m-1)
Haclendo en ella m = % P

il .7 I
e r(p)
¥y eplicando nuevemente la formula pera m =

L

rép-f-2rQ@

1 .
B

cde modo ques

e
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=80 =

‘donde si se_qlers, se tuede expresar este resultado en fun -
cion de ('}‘—') por medio de la formula (3). -

Daremos en seguida una idee de como debe pro-
cederss para la a.ralu(acion de las integrales de Euler, para
valores arbitrarios de sus paramatroa.

Suporgomos gque deseamus calcular;

) ®
I'(zj = f xl/h e ax
4 °
con aproximacion de 3 cifras.

Recordemos para este objeto, qua el calculo
pumérico ne una integral definids puedc &feciudiBe Totr we-
dio del método de Simpson, siemrre que el intervalo de inte-
gracion sea finito.

Escribamos entoncess
m
a
= 2 ¢ TSP
r(f)j‘xlfl' TN L S
o 0
y tretemos de determinar el parametro a, de modo que la ul-

tima integral, no influya en la aproximacion que buscamos,

Sea, Yor ejemplo:

® .
Jc:zl/h e* dx < 0,000k

Escribemos;
1/ RN R
fx i dx*lr- Il/ e'xJ +J];- fxyl‘ e ax
a = o o



Haremos cre r este Wtime integral, Pponiendo

o b
3/ en lugar de Xx ya que X = 2, es el valor minmmo
qua la variable X puede tomar, Segiin estos

5 _
1/4 »
J{x/ P S dxd'-al/l* o™ 4 i:a i r e ax

“o

®
b 10 TR 7 ¢ TR
o sea; j;I/ exdx<_a/ e~® -,(1+1‘1—a)

y haclendo & = 9, obtenemos;

N 2
!;x/ e dx<,0,00025
que muestra que el problems de calcular I‘(i) g0 reduce =

aplicar la formula de Simpson pare el calculc de la inte -
gral: §
1/h ~
f xf it
)

Aplicaciones de 1as Funciohes Eulerisnas;

El cempo de aplicacién de estas funciones es
vast{simo, ya que en numeroses ramas de las Matamaticea, Be
llaga frecuentemente al calculo de integrales definidas come~
Plicadas,

A menudo, results posible expresar estos resul
tadoa en funcion de les integrales de Euler, que como hemos
visto se calculan en forma casi mecanica,

Por medio de cambloes de veriable sucesivos,
Pueden encontrarse miles de formas integrales diferentes de
estas funciones. El lector podréa hacer un resumen de los re-
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-sultados que obtenga procediendo de esta manera, y po -
dré as{ recomocer, en cualguier momento las integrales de
Euler, en los problemas por resolver,

Una eplicacion directa de importencis, la
constit.uyen las integrales trigoncmetricas de le forma.
n/2
fsenpa cos @ de
Fartimos de: ’
. n/e
B(m,n) = 2_/c:(cua - )2n-1 (sene)em'l ae

Odservando ls seme)enZe entre ambas, hagamos;

m=Rt1l
e
n= 2+1
¥y tendremoas n/2 .
1
senP & cosls de =& 3(._-1"%}, ,ﬁ_;l )
y teniendoc en cuentz ques
L ]
B(m:n) “r I(n
I'({m+n
se encuentra finalmentes
B T e T
sen*® cow & de = _2 2 w

¢ 2 /(B +1)



Apliceciones; ' ot '
e Ly n/2 i
Celcular: X Hfﬂaﬂjg cos 6 4 '@
i 0
Aplicendo directamente la formulas
L TETE)

TE (3

Yy transformando ¢

3 B r(g.)

Jo=
2. £.2.7(3
Y /2
de donde: 1=f'sen3e cos” pde=_2.
o 35
Celculemos en segulda:
/2
fsen6 X« Ax
o
Poniendo p=6 y aq=#,0, .
| /s oD
{sanﬁ X dx = e B
[>TV (é.)
n.z : LY i
. "R Bt

6 S .
L.BBD Idx - 2.2.1 r'f-w\ 2

=4
Tor los métodos corriontes, de integrucidn,es-
ta integral, que aqui celculamos 8dlo en 1insas, requiers wn
laborioso desarrollo.

> Resclverenos, en segrida, vn problema de Me -
canice Raclousl, en que aplicaremos a lafuncion Gama.
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Conegideremos una particule de mase m, que es
atrafaa por un centro de fuerzas, con une intensidad que va_
r{a inversamente proporcionsl s la distancia.

El 2° Principlo de Newton, das

¥ poniendot
ﬁ,,. a2
e S
ar X

Pare integrar esta ecuacion diferenciel , multl
plicamos ambos miembros por o 8x y tenemoss
dt

o OX_ 51.__2’3 xlo g2, LN
dt dt dt
que escribimos; Xie ) 5 dx
d('.:- = .27 —_—
dt %
e integrando:
dx (s
(ggd =2 2% Zog x+C

Determinaremos la constente de modo que la ve_
locidad se= nule, cuando x=X,, Entoucess

0=-2a2 Log xo+c

o Besel \ C-2a2'1.og xo
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de modo que: Y
dx 2 X
(30)° =2 log 2
dx
d‘t_.-_& 2 Log I.J.:i

(Atribuimos signo negetivo a la ecuacién, & causa de que x
decrece con el tiempo).

Luego ¢
X
TRL. 1 f dx
- T o
x, Ve 3

2 Nos interesa calcular el tiempo dque demora el
movil en llegar al origen caracterizado por x =03

Llamando T este tiempo, y heclendo el cambic

de veriables
I =X B-y
(o]
o Bm: dx s - X e‘y dy
o]
- xo -l 2 -
a 3(2 0 '

Yy como est2 integral es Justamente I'(-;—'), deducimos que$

T=10V_TT
. /2




o

o =

y reemplazando el valor de a :

Apliceremos, por ultimo, la funcidn Gema al
calculo de la sume de la series

O

&(p) = B

™8

conocida en meteméticas con el nombre de "Funcion de Riemam",
Partamos de la ecuacidn:
@ g
r(p) -j;up'l e™® "au
y hagemos en elle el cambio de verieble:

n=nx; du=n dx

0O btenemos ; ro
r(p) = o Jo &1 e"™* dx
©
1 - f p-l _-nx
ﬂ g
e donde; oD m ox e dx

Abora, sumsndo sobre la variatle n, entre 1 e g ¢

o

F1- o o w
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¥, 27 y=
que se puede escribir;
2 ©
o A0 xP-1 -nx
Z(p)= f o T Ee dax (1)
Pero e e5 unz serie gecmeétrica de

razon € X cuya suma vale por consiguiente:

ie 1--1 =ex..1

Reemplazando eu (1) 2

3. a3 ﬂp'l ax
Z(P) ' np r(P) il ax - 1

que es la forma integral de la funcion de Riemann.



INTEGRALES, DEFINIDAS

Trataramoa en eate Capimlo algunas generalida
s sobre el cdlculc de Mntegrales Definidas, ya Que su es-
dio completo, seria por sf solo, tema de un voluminoso trm
do. .

Entendemos, en todo esto, por Integrales De-
nidas, equel grupo de eat.as para les cuasles se hace difi-
il o imposible la obtencion de la Integrel Indefinida y que
lamente pueden avalusrse, directamente, entre determina -
os 1imites por aplicacion de los procedimientos, que nos
roponemos ilustrar .

No nos ocuperemos, por tanto, de la obtencion
las integrales indefinidas, sino que expliceremos bYreve-
nte la mapera de obtenmer los valores de las integrales
finidas en forma directz y haremos un grupo de aplicacio =
8 como ilustracion de los procedimientos que analizaremos.

El recursc fundamental, de la 1nteeracion de-
inida, e8 el camblo de variable de integrac idn. Haremos
grupo de ejemplos que muestren la utilidad y elegancia
este artificio,. ’




L - p -

Nos ocuparemos luego del calcule por Diferen -
c:la.cion bejo el gigno integral y mag adelante de la evalua-
cién por farmacion de integrales dobles y por rhnrroue en
geries ' de lag funciomes sub-integrales.

En este pamro apliceremos & la integracion
definida, el teoremz de Cauchy de las funciones variables
cample Ja, cuyo estudio se he hecho y en uno de los capitu -
los precedentes.

A.- Cembjo de veriable de integracion:

Recordaremos en esta ocasion, que toda inte -
gral definida no esg funeicn de la variable de intagracion,
. gino de sus 1imites. Por esta cause se da & memido el nom -
bre de "varisble aperente" s la verisble de integracion.

Son por tanto igueles les integrales;
_!_b b

g F(x) ax y jF(u) du

a

a

y2 Qque tento lms funciones sub-integrales como los limites
son los mismos, & pesar de ser diferentes las variabhles o
integraciocn.

i-.p].icac ioneg:
2} Calculer la integrel:

Ifsen‘ x dx v

Haciendo el cambio?

m
=z -w ; d&=-dy
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(o] 2 ﬂﬁ 2
ge tiene: I=- fcos udu-/'coa u du
n/e o
Luego también;:
/e

& =f cos® x dx

g ¥
Ahora bien: cos X + aon2 X =]

de modo que 81 multiplicamos =mbos miembroa de esta: ecua-
cion por dx e integramos entre O y n/2;

/2 /2 n/2
_/coedxdx*faan xdx-fd::
o 0
Luego : 2= 2
=
it
050&: 5 I-
v

con lo cuel; r

. ﬁ
b) Calcular; AT

* Dehames tratar de elimipar la funcion alge -
brrizz Jel numerador para lo cual hayemos.

X=mw=-Y ; dx = - dy
(8]
1o f -3 d&



- ? -
e invirtiendo los limites y separendo en dos integrales:

T R T

I o ’
i ; nf of —x8r
i L+ aen2 o 1 +#8sen ¥y

¥ como esta ultima integral es Jjustamente It

Bt 1
; AL f dy
® 01*90323'

Fara calcular esta integral, pongamoss?

n/2 -
I= o f g - 2 f" & (1)
2
o 1+ sen® ¥ e mle_ i Ben2 y

| Consideremos estz ultima integral y hagamos em
ella el cambio:

bt ol 3 dy =~ dn

L Entonces;

| T".é

F;' /.11 dy du du
.- i % p

. < - 2
"/21+Ben ¥y 1w,gl*‘ﬁ!an u ‘5 l+sen u

de modo que la ecuacion (1) se reduce as

I:ﬂ kdv

ol+seny



Escribiremos:

7

/2 -
I-ﬂf ax = L4 d( E_t.g

5 cosexq-esanex 2 % l+(!’§‘tax)2
= /g :
S ,L[arc ()2 te x)—l ol i
V? -'o Ve 2
A i
Luegos - 2 5
& : 0.l+aen x Eﬁ

c) Intercalaremos un ejemplo que sirve de advertencia en con-
tra de tranaformaciones ilicitas,

Sea la integral;
i

dx
[ §
_?ld-x‘?

Efectuando eatz integral por los métodos cono
cidos, obtenemos:

t-flore w2 o3

Ahora, sl en nuestra integral hacemos la traneformacion :

(1)

x =L ;‘ dx = - ¥
¥ y2
tendremos, teniendo en cuente que: Para x =- 1, resulta
Yy=-1ly para x=1; y=1:

Y NI TR ey WD WOW Y AT Ny -‘—-_'g.-“



T

1 X 1
P e e T
1 1 +
72(1+-§) ~1 32
-
luego: 2I =0
que da I=0 (2)

Pero de las ecuaciones (1) y (2), sele:

grs .
lo que constituye un absurdo,

Podemos pregunternos: ;,Donde esta el error?
Proviene este, de que la transformacion

xR

J

no transformes, en realidad, el intervalo -1<€xg 1 en
-1¢' y € 1 sino en les dos semi-rectass

yel; 'y8$ -1
El verdadero valor de la iutegrnl,' €8 por consiguientes: -g— g

d) Celculars: /2
Log sen x dx (1)

o

Observemos que ésta es una integral impropia
pu.est.o que: Cuando x=0, sen ¥=—>0 con lo cual}

Iog sen x = —-@

A ey
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FPor ctra partei
0 €senx9q1l

por lo cual debe ser:
Loz sen x £ 0
Esto hace proveer que la integral (1) sera negative.

Ccomencemos por hacer el cambio de variable:

xellou; dxe- du

§- ]

Entonces:
T3

/.chcoaudu _[Logcoaudu Loscosxdxkg

Con esto:
"o EIf(Idgsenx-»Logcoax)dx

[Iﬂssenexdx flcgaanExdx-§L089 (%)

En esta ultima integral, hegemoss y =2x ; dy=2 dx.

Entonces:
Ral

2
foLoe sen 2x dx‘%-‘,rucg gen y dy
()

que escribimos;

TR T " \
fIagaanaxdx-%flogaen;rdy-&%fhosﬂﬂnydy(hi
0 0 - _ o



Y

Consideremos la ultima de las integrales en (4), y l:agamoa
en ella;

y=1T~-X ; dy:-d_x

Entonces:

-0 |
chgsenyd =-JLogsenxdx-= Logsenxdx
/o

'La ecuscion (4) dd entonces:
e 12
oLog sen 2x dx =_4Iog senxdx.ﬂl

con lo cual se saca de (3):

2I=I-zlog?

y despejando I: o
K 3
o sea; n2 n
‘Logsenxdx-fLogoosxdx-'é'LoG%
Q (o) 5

con lo cuel, el problema queda resuelto.

Podriemos del mismo modo restar las ecuaciones
(1) y (2), obteniendos

<2 2 )
_/Logsenx.dx-flcgcosxdx-()'
o 5]
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T i e TR T - | e | e T
i | - . LY o

’
.la ecuacion:

Ty T A Tad e L gl . - R——— s
15

gue se puede escribir;

"3 -
fI-og W, x dx =0
, 0 :
B) Diferenciacion bajo el 8lguo integrel,

Sea I(a) una integral, definida por nedio de

b
I(n) =ff(x, a) dx
a

én que 0 es un pardmetro independients de la varishle x y de
los limites a ¥ b. '

I, es por tanto una funcion del perémetro a,
y de los limites de la integral.

Demos, eutonces,un incremento Aa al perémetro
@ , de modo que la funciom I( a) se trensforme en:

b
I{a + Aa) ff(x, a+ Aa )dx
3

Restando 'de osta, la ecuscion primitive, y di-
vidiendo ambos miembros de la ecuacion resvltante por Aa %

b
e eon) (e}  Foxc s Ax)i dxa)
La Aa

que escribimos;
b ’

a1 _fif(x, 0 s Ba) - fx; @) o
Aa Ja NS

Anles de pasar al limite, deberemos aceptar
Que: El lfnite de una Intcgral dofinlda, es igual a la inte-
gral de 1imite de su funcion sub-integral.
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Segin 6sto;

o ses, podemos efirmar que una integral definida mede - S
ferenciarse con respecto a cualguier perdmetro contenido
en su funcion sub- integral, como si el signo igtegral no
existiese, en la hipotesis que dicho perémetro es indepen-
diente de la variable de integracidn y de los limites.

Este principle, es de fundamental Importan-
cia en Matemiticas, y constituye la base el procedimiente
que eplicaremos al celculo de integrales definidas,

Egte procedimiento consiste en tratar de for-
mar ecuaciones diferenciales que relaciomen lz funcion I(a )
con el perametro a , o con los parametros, en geueral, si
diche funcion lo es de verios de ellos.

- El problema se reduce, de esta manera, a 1la
integracion de unz o ;nas ecunciones diferencisles,

Aplicecicnes:
a) Celoular la integrals
Teen x
gen
[N c x ﬂx

Pera ello, trataremos de eveluar un tipo mas
general de integral y deduciremoa de ésta ultima la inte-
grel que buscamos.

Este artificlo, tieme por ohjeto, introducir
un parematro con respecto al cual podimos diferenciar las
ecuaclones con qQue contemos,

|



AN .
Fartamos de la integral:
Po ™ won o x
el
/ - dx (m >0)
que derivaremos con respecto el parémetro a , obteniendo:
©

%-[G-mx o8 a x ax ¥ (1)

Observamos que eate integral puede calculerse aun indefini-

deumente.

Por medio de dos integreciones por partes, Ppo-
driemos obtener:

= -IX (o ax - X
fem'xcoaaxdxﬁe (a sen mcosa X)
a2 4+ gf

Ahora, entre los 1imites 0 e - seriai

T
fe"mx cosuxdx-_..z‘n;._g_
o a+m

con lo cual le ecuacion (1) se reduce z$

L SRS Vi
da a +m2

L
y siendo m, constsnte con relacion & a

af %)
n
dl = —e———

1e(2°




- 0=

Integrando esta ecugcion diferencial;
I=arc tg £ +C
m

Para determinar la constente de integracionm, -
haremos «=0 y observando que la integral I, se hace nula
pera este valor de @ , podremos deducir que C=0.

[

Entonces;
m

-mx '
11X a
_Qi.___ dx = arc tg Xy
o X 1

Ahora, sl hacemos que m=*0, tendremoss ‘

m
fsen ax m
% ax SO
For ultimo, haciendoa =13

b) Intentemos, ehora calcular ‘1a integrals

@O
I=fe"x‘ cos a x dx
(o}

Derivemos, entonces, la ecuscion anterior com
respecto a a i

O btenemos ¢

: s
_E.I_--fe'xd X sen a/x dx
da 5
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=1 -

que podemos escribir en la forma: .

O A .
n’g.ji-aenaxd(aﬁ)

Integrendo por partes, obtenemoss

<@
91 nl -x2

- 5 Lunmxe cos o x dx
a

e

22
S

o

El primer término resulta nulo, mientrass la in
tegral, vale nuvevamente I, luego:;

L §lng
da z 1

Como @', es la Unica variable independiente en esta ecuscicn
diferencial;

- T R
do
y separando variables
aI__ ado
< iR i
Ahora integrando:
2
In I= - _“'E_. a5 Ty
de donde sale; 5
3 I-a e
i Y
Escribimos entonces:?
by =8
: ® 2 =
f 2] cosa xdx =A e e

(o]
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o A

Pora determinar 1a constante de integracidn 4
basta hacer a=0 en esta ultima ecuacicn. Se tiene asi:

o

o 8ea; . Vﬁ

Sk
81 recordsmos el resultado obtenido en el capitulo "Funcio_
nes Euleriznas”.

Entonces la ecuscidn (1) d8;:

Vo -3

©
[o
Je cosaxdx=—5 ¢

¢) Veremos el calculo de le integral;

D
faen (e 4 - dx ( )
s 5
2 r
o x(x" + 1°)

que se reduce facilmente & la integracion d.e una ecus -
cion diferencial de 2° orden.

Derivando la ecuacion (1) con respecto a a i

a1 “f(goaﬂ-x as
da 0121-1‘2 o

Upnz nueve derivacion da:




a”“i {;+.

Ahore, g a este ecuacion restamon la ecmiaﬁ"
(.1) multiplicada por

2 ki i ‘I .qm

©
T ] i X B30 00X senax . dx
: LI L .,_..r__ ax- 12.... ks A T
da? % x4 T _ “o x(x§+ r4)

que se puede escribir:

Y. rEI-n (x_+ r¥)senax e
GT %r ° + x2) x

y simplificando?

2y ®
) 2 faenccx
- ————— dx
daz HEe A Tt

y como esta integrel yathe sido calculeda, se encusntras

i S

6—--5' = )
Con consi;!ara.moa ar conatante, podemos escribir este ec
cion, en la forma;

2 o |

a1 m
gl T F (2)

La aolncion de la ecuacion diferencial (2),
sin segundo miembro, sera;
\

I = Aet% + 2T
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¥y rera encontrar una solucion particular de la ecuacion con
segundo miembro, pongamcs I=C en (2):

Nos quedas
- I‘2C-—.E.
de donde sale: o 2 :
ore

La sclucion generel de (2), es -por tanto:

I =n*%pre,

or?

Debemos determinar las constantes A y D:

L
Observemns, primersmente, que sl hacemos que

deberemos teners A=0, ya que el valor de la inte-
grel, debe mantenerse finito pera esta valor de
ser:

Q=0

a, por
sen o x4 1
La solucion se reduce &
(]
w S
2::'2

Para determinar B, bacemos a =0, y notamos
que para este velor del peremetio

a la integral se hace
nula, de modo que nos quedsa;
m
-} =
+ 5 12 0
de donde obtensmos: .
B = -

-



v

2o b4 B _!‘fﬂ_él"ﬁ:': -;-‘._ 2 \ O - :
© 'La solucin final resulta, entonces;

© ) 2
genox dx _ R A _ T . St
AT T T R i

Por derivaciones o integraciones sucesivas de
embos miembros de las scuacicwes tales como (5), podemos ob~
tener numerosas otras intogrelss definides, 1

Derivendo, ror ejemplo, la ecuscida (3), con
reepscto a « ; : :

Vo)

| AL
f"_?EEL I A O )
oxe-rr'a 2r

81 derivamos musvamente ecta ecuacidn:

Ura pueve derivecidn con respscto el pareme -
tro o , harfa divergents la integral.

,

Derivenos ahora la ecnacisn (L) dos 7roes BUCH-
slvemoute con respoctiv a2 rp coucidierando como Parcmutro.

Obtenemos, después de algumes reduccionsss

-

-

SR



4 3 ® -
, [cosaxt_h_ W .§l+ra.[

(x +r2)g eTa y rd

f ®

~ : 2 2
yi [coaaxdx a “ b ra + 3ra+y
(x°+12)3 e'a 1672

d) ,Como ultima aplicacion, observaremos co-
mo mueden obt.anarsa repidﬂ.mont.e algunas integrales que,cal-
culades por los métodos usuales darian lugar a largos desa-
rrollos

Sean, por eJemplo, las integrales:

X

—— i —

fu.ne)? T e

Pars calcularlas, podemos pertir de;

f___ K

a +x ; 4da

Derivando esta ecuacion con reBpecto a a @
f el —
= -12-:: -
(a?+ M-E

1 :
que da; w
ue f{7__._..é...2+ 5 ey (1)




Derivando la ecuacidn (1), co. respscto a aj

SRR, LT D,
(a2 + 12)3 8al
| 1 '
de donde: : - AR T

@ + ¥)3  3s2a?

y haciendo muevemerte a =1;

; 1
[

p T 5

0 AN
p|

€«

c) Ebrmacion de i,n"sgm les dohles:

= = S S S

Ep algunas ocasicnas &8 pcai‘t'l.e el clculo de
integrales dofiridea por medio de la furmacion ds integra -
"les dobles, que resulten de las cam*ioac’ones de ila iute -
gral que se treta de avaluar con o-ras ya couocilas de ante-
MENO e

El cilculo de las integrales dohles se Lace
nAs ficil, en general, amp.eando coordsnadas polarss. Se
acostimbra, a meauds, igualar las expreciones de una mis -
ma integral en dos tipos difewentes de coordemadas, especial-~
mente en coordenandas.ortogonales y polarsse

s



Aplicaciones;

Calcularemos, en primer lugar, la integral:

: I-f:"‘z | dx (1)

que hemos empleado en el parrafo anterior y que ya ha sido
caleulada el tratar de-la funcion Gema,

e _
= [ 9'32 dy (2)

y sl multipl.icamos miembro a miembro las ecuaciomes (1) y

(2 - ,

5ol
P ©
1 « [ ax -y2
e J{;e dy
que escrita en forma de integral doble, quedas?
D o 0
7 ff-e-(le*ye) dx dy

o vo
Pasando & coordenadas polares, hacemos:

Podemos escribir, también:

X =r co8 8
y=r sen &

y reecplazames el elemento dx dy por el comapondientas
r dr de.

- Nos gqueda: T

l‘ef./o.:‘rErd:rdQ

(o]



Calculamos la ltima integral:

Inr[-Lh ;

| ; s
Extrayeado rafz y recordando Sav o Sk (1), obtenemos;

(") ] . 3

f _.12 1 ol

e dx =5 yw

A . e r he),

' 81 observamoe que la funcidn e’ -2 &0 ung
funcidn par, dsducimos inmediatamente qus#

mo-xad.‘x_ = }/:T-

-

Ahora, sl se cambia en emte emmacion X por
x
"—'I/—,‘,— pe olbtienos

©_ _2

-
fe a,dxnyeﬁ

Por intesracidn directa, 86 erouamtra en seguidas

-
'[ﬂ:: ;E ax = 1




J;c:a e- Iax-.-%l/a—;

& Poér:[amoa peguir calculando de easta manera lag
integrales de la formag

2

)
2
fxne dx :
(o}

pero advirtiendo la semejenza de esta Ultima com una de las
expresicnes de la funcion Gama, considereamos innscesario se-
guir adelante eote estudio ya que el lector podra recurrir
al capitulc- correspondiente, cuande lo mececite.

Las integrales ds este tipc, son rracueutaa an
rroblemas de Estad.{atica.

b) Calcular la integrals
L]

‘ o]
ARy - "fcoa o (1)

o

Esta integral es impropia y su funcion sub-in-
tegral ni siguiera tiende haecia cero cuando su variable X==s o

Se concce con el nombre de integral de Fresnel
y aparece frecuentemente en la teorfa de la Luz. :

Pura calcularla, mul tipl iquemos la ecuacion (1)
por la ecuecidng .



0 btenemcs gﬁi: ' o ; !

3 _
f cos x° dx f "72 dy = l/_
(] . .
que escribimos ccmo integral doble.en la forms: ' :j
D .o . b |
Ll 2 -,2 . I i
j Cos X e dx = ™ 5
£ L .
Fasuremos shora-a ccordsnadas polars, haciendo:
x=r cce O
y=T sen @

y camblando el elemento dx ydy por r drd @ , obtenemoss

gIV—ff e aa'n20 cos(r® coa'%)ra:de

Cambiemos agqui la variable r por une nuava variable u, de

modo que
2 oo B '
AT AT (e %
o Bea; . r2 ™ ..-%.—. ; rdr - -wgll’_“'
: cog™ @ ' 2¢6y3° 0 .
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ye que al camblar r por u, coneideramos a @ como sl fuera
constante.

L]

Tendremocs entoncess

-

I . k
1 de 5] o) .
z Ifm 2 coss g e-4 ¥gcos u du (2)
0

) Para calcular la integral sobre u, reccordsmos
la formula empleeds en una de las aplicacionss del perrafo
enterior;

m
fe‘m cos o'x dx = __ B

0 a 2 * m2
y apliquémosle &l casc en Qques
m=t%28 y =1
obtenemos s fe'u %56 cos u au = 2 9
(o : 1+tg4 @
Con 6sto la ecuacion (2) quedas
e
Liji =1 tg®o de
% byl te* e cos®e
7 8e puede sscritir;
4N
Iyw PENS A T d(tg o) _ (3)

°l+tg‘§9




-~ 53 -
Esta integral muede calenlarse descomponicic
1la flmcion Bnb-inuegral en fraceloues rerciales, o bien poi

aplicacion de la teoria de las funciones de variable comple
Ja, como veremos mas adelante. Su valor os ™ y—que in-
% =

troducido en (3) di;
SRR =i"-‘- yemn
El resultado final, queda entonces;
©
j.coa:r2 dx =1 /2 n
o ) g

For un proceso andlogo podria mestrarse que tambidns

@D
Jom 2 a1
gen X dx == 2 ¥
- 4

D) Tesarrollo en serie de funciomes sub-integrales

—— e

Esie metodo condiste en desarrcllar en serie
la funcidn sub—integ:al o parte de ella e integrar Inecysn
cada uro de los torminos de la serie cbtanids, sumandc en =2
gulda los resultudos.

Se observa, entonces, qus el protlcma se redu-
ce a la suma de una serie ds téruinos coustautes, que son
funciones de los 1imites de la integral propuesta.

8i desearamos llevar & cabo una demostracion
rigurcsa de este p*r-o"raci*...dnutc, dsber{amcs Justdficar el cam
bio del orden Integracion—&lma -

Un eJemplo de este procedimientio hemod resual-



-to en el Capitulo "Funciones Eulerianas", cuando &valuamos
la integrals 3 ool

@ i
~ Ia» x sen n -

Resolvemos una segunde cplicecions ‘

Bea, por elemrplo, calculer la integrals

@
In ()
I ! X ax
°© 1 .xf
Evidentemente;
©
ol - x2

Observemos desde uluego que esta integral es
triplemente Impropia; Primeramente, cuondo x=0, Ln X = =
s Peros ,In x dx couverge para este valor de x.

En seguida, cuando x=>1, le funcion sub-inte- -
gral, toma 1l= formasg_ » Pero el cuocients de les derivadas:

Finalmente §
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converge cuando X .-y .

Para calcular nucstra Integral, vengamcs entm
_ces8? ' b

1 ®
I=- f&ud _anx
el el (e B (1)

o 1/
Consideremos la Ultima integral, y hegamos en ellse el cam--

blo de variahle:;

x =1 3 ox =32
u

ue

Entonces:

Introduciendo este resultado en (1)

1

l--z ﬁ ‘:["IE""";-} dx
‘c{ 1-x"

Desarrollaremos la funcions —.to.— en e -
1~ x2
rie de potenciasi
Ottenemos asfs

I='-2fl'Lnx.(l+x2+x3+x6+.u+x2u+...) dx

o}

\,




que escribimosi

© Beaj ; m : \
Ia-egﬁ"-u In x dx (2)
o
Fere calcular esta integral, pongamoss
- & g 2n+l
x20 , In x dx =g .O/-}mxdfx )

e integrandc por pertes;

1.- ; _.1
n Lk el R UGS 2n
f::2 I.nzdxm{xe I.xr‘x_ko mox. dx
o

1 ! .
2b L
o Bea} x Imxdx =- —,
' [ (2 n+1 _
Llevendo este Tesuliado & la ecuacion (2), ob-
tensmos ;
@
I = E'f h—-L_—E
(2 n+1)
En el capitulo Series de Fourier, hemos demos-
trado ques v

1 (2 n+1)2 B

48

¢



E) Aplicacibn de las funciones de variable complejas

La taoria desarrollade em ol cag:{tulo Funcig
nes de Veriable Compleje, rermite la aveluacion de gran nu=-
mero de integrales definidas, en gemeral, dificiles de calcu
lar por medio de otros procedimientos. '

Aplicaremos primeramente la forgula deducida
en dicho capitulo, pere el calculo de integrales de la for-

ma §
)
[«
Wix
®
Elegiremoe, para este objleto, . una intezral

que ocupemos anteriormente y cuyo velor debemos verificers
Se trata de;

@
2 ;
X dx iai
= 2
ey
i LD2
Escribemos$ Ifx ax
_ol+12




(2)

Sumendo (1) y (8) 3

0o @©
21:74": ax , [ ex
i ]_-l-::'h 1+x4

(e}
de donde: § l+xh 1+ 21‘

Buscamos ahora las refces complejas de la ecuaciong

Escribimoss - zh o -1 = o™

.r:-I:’
N

de donde ! Z= g

Como considersremos solamente las raicea si_
tuadaa en el semi-planc Positivo, deducimosg

mi

%2, = ¢ |
1 31 :
23- BT ¢’

Sepln la firmula antes menciouada, se tiene entonces:



Anplificando la primers freccidn por z; y la se~

_ gunda por zoi .

3 "
A z,
* 1 2
ko keh % 2
1 o
Observende ahora que}
2 l: = zg =-1

ye que ambos complejos satisfacen la ecuscion zl'+1-o, e8~-
cribimos que:

I="- _Tii (z_?. - zg,)

N
Calculemos ;
3 . -
z. = e =co8 31 ,i gen =-Co8 _T 41 gen T
b 21,— ‘ZE . T
O9nmi i
3 Al v
&= = &' - a8 = Cco8 +1 sen
2 i N L
Sumando? ?.3 % L '= 21 gen I
s 1 2 i W

con lo cualsg . Ig__g_ “n*;;'
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Aplicarsmoa'ahora 12 teorfa de las funcioues
de variable compleja 2l calculo de las integraless

® : "
fym-lCOEFdN' ejmym'l sen y dy

o 2 0<€ o<l

Consideremos pera esto, la funcion de variebls
comple ja ¢

f(z) = Pk gt

y observemos que ella presente uma singularidad para el pun-
to z =0,

Celoulemcs 12 integrels

jc' £(z) d=z

a 1o large de una curva cerrada (C), que no incluy2 al pun-
to £ =0,

Elijemos para esto, la curva A-BC DE FA far
meda por dos troZos rec tilinecs y por los axcos BC Dy E FA
tomados sobre dos ecircunferencias de centro O y de radics
igusles a & y p respectivementes

Begiin 1o vieto en el capitulo correspandientes

./:f(f-) dz + _!;f(l) dz +1f1(:)'dz.+ _[bf(z) dz =0

(Ver figura en la %g. siguiente:



- 6L -

~

ya que la funciong

-1

m-1 Z - Z
£(2) -zl e‘z=e( ) Log 2

es analitica regular dentro del circuito qQue considersmos.

Para calcular las integrales:

j(;f(z) ot !é;f(z)dz

aplicaremos el sigvienw-brimipio;

S1 sobrs una curva (C) se verifica que:

| |#(z) | < ¥(z)
Se tienes
b £(z) az|< ®(z) a
£(z | Jfb 8

8lendo ds un elemento de arco tomado sotre la curva (C).

Escribemos entonces: .
3 f(Z) =, zm‘l e'z

Saom e SR P o e e e g T B



y tendremos para la integral a lo largo de L F 3

jee) |- |=2 1. ezl

| zm-1 | = Y ) L

y oomo;
y por otra parte: le |= 7%
Observando que: e X&L.
podemos Pomer ; | £(2) | < gu-1
y con estos , ’j-f(Z) dzhe 6L fds
cd
o seas ,
o sea} V.f(z) dz"c: gu-l 7158_: g dn
: co

que =* 0 cusndo & = O.
Apliquenos luego la ecﬁacién
" le(z) | = ‘zm’l‘ o2 |
a} cdalculo de la integral;
~ff(z) da
Cp .

Observando que’ 3
k| = aft = g

y luego poniendo: £= peie

obtenemos$ dz= pi el® dae
de donde s |az|=p ae
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Por otra parte;
I e'zl- -eqx = e'P cos g

Del ‘g@réafico podemos sacar en seguida ques

ccag 21 - _?._9
m

(ST

1 £
Con lo cual |B‘zl < o P(1- = 9')

r 'rr/B y o
; o , l -p(1-Z )
¥ entonces; J flz) &zl €77 fe o de
Cp (o]
Efectuando la integracion, se obtienss

- m - & T _m-
'fr(z) @lg Z P (1 - emP) < Tl
Cp n
eXmresion que tieunde a cero cuando P = , ya que m < 1< 0,

s

71



observamos que§ _
Z =yl H dz = 1 dy

Entonces se tiene:

i mrrd 8 .
R e f P W gy
pi p
Haciendo ahora que;
S
¥ Py
se tiene}
4 : 1
ol 5= o
. = _l &
e fEtoraae Dt g
3 =0 ©
P
Y ror otra perte;
p -
REC A Pl o% @z of @l =X gye I(m) @
~30 5

P~
Reemplazando las cuatro integrales por sus va,
leres en la ecuacion (3), se obtiene después de pasar al

mite:
mrrd

2 | %
e fym"l e j‘l'rﬂ;,-n- F(m)= 0

s 4]



37”1(0«3' f“;‘ sen ) ay = (m) . (cos ’%‘— - 1 gen A1

¥ separendo rertes real o Lmasmria;

. y cosy dy =I(m) cos

-



CAaArLc UI:O DE VARIACIONES

GEINIDATIDAILS:

Eatre los problemas intsresantes del Célculo
Diferenciel, se cuenta la determinacidn de 1ds valores mae
Xinos o minimos defunciones conccidas de uma o mis varia -
blos, i j ! ;

Si tenemos una . funcidng

U= f_(x,y,z, -")

qQue depende de varias variables Indapeidiontes entre si, po-
demos, con ayuda ds la Teorfa & los Maximos y Miaimos, deter
ninar los valoress x,, ¥o» %0secs do erta variabls que pro-
ducen valores extremos dé muestra fuucicn Us

' ' Plantearemos, en este capfinlo, un rrohlema ds
wAximos y ninimos, de naturaleza algo difucenie al que has-
ta ahore hemos conocids, y que @4 origen a la teoria cono-
cida con el nombre do Calculo de Varlsciones,

Previamente, intentarembs resolver algunos
Iroblemas particulares de esta indole.
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Suponganos un sisteme de ejes coordenados (X Y)
y consideremos dos puntos Po(xo, yo) y Pl(xl y1) situados
'

en su plano.

Evidentemente, podremos encontrar infinitas
Curves que unan ambos puntos, pero, vretendemos elegir,en -
tre aataa, aquella segun la cual, le distancie entre dichos
puntos tenge valor ninino.

Analiticemente, el protlema comsiste en la deo-
torminacién de une cierta funcion y(x), que hega minimo el
valor de la integrals

x1

" -f 1+y'2 dx

Ig

Como mas adelante lo mostraremos, la I‘uncion
que cumple con estas cendiciones, es la funcion lineal, lo -
que constituye un hecho, por lo demis, evidente.

Coneideremcs en seguids un movil, que se des-
1iza libremente sobre una curva situada en un planc verti-
cal,

: Suponiendo que dicho mévil ge mueve bajo la
sccion de la gravedad, se pide determimar la forma de su tra
yectoria, pera que el tiempo transcurrido al tragladarse en-
tre dos posiciones del planc sea minimo.,

Si contamos las distanciass, & partir del pun-

to en que el mévil tiene velocidad nula, podremos escribir
la ecuacion de las fuerzas vivas, en la formas

%mvaq—.m E 7

"



o Bea; ) as _ /7
at P 87
que dag:

y reemplazando ds, e integrandog
-

g 1+ 3'2
t = ——— e . ax
2

X gy

La determina:;.—ién ds la ru.mién y = y(x), que .
suatitufda en esta ecuacicn, produce un valor minino ce t,
constituye un rroblema de Calculo de Variaciones, al igual
que la’ rosolucicn del preoblema que antes que éste hemos 1o
passtoe B

; El planteamiento da Problemas de esta indole,
conduce, en gonaral, & cueslicnes ds Calculo de Variaciocaes,
cuyas generaiidades pasaremos a estudizar en seguida.

3 Supongamos, para éato, la existencis ’de una
funcion: I, que dsfiniremos por medio de k& ecusacion:

.clx ‘dI l
I_/h.(;.?:y.) B’,,!::Qb()

&

¥ Que segin podemos apreciar, dspende de la foma de la fun_
cion y a;r(x) que hemos supresto deaconocida.

Ia tarea fundemental del Célculg de Variacio -
nod, consiste en la dsterminacion de la fumcion y(x) que,par
intermedio de la ecuacion (1), produce un valor extremo Cs

la funcion I.



Ncs ocupar«i'ns en seguida de esta determina- -
cién, estatleciendo prev usente una propiedad que necesita -
remos on tuestra deduccidna

Lemza :

Supongamos une funcién R(x), continia y de far
ma -conocida, y definida en el intervalo a € x € b, >

. Sea, sdemsas, S(x) una funcion erbitraria de
x, definida en el mismo intervalo, y sometida a la unica
condicicn ques

S(a) =8(b) = 0

Demostraremos, que si se verifica ques
- .
fR(x) - 5(x) ax = 0 (2)
a

debe cumplirse, necesarizmente que;
R(x) = 0

Supongamos, para ello, que peara un punto
@ £ ¢ € b, del intervalo, se verifique;

R(e) >0

lo que sera sienypre pos;hle, ya que de lo contrario basta -
ria considerar la funcidn -R(x).

Conelceremos, alrededor de este punto, un inter-
valo § :

c=-h gxg€c+h



A
tan pequefio, que se verifique en 6l
R(x) o

S1 definimos entonces la funcién S(x), de modo Que:

\ 0 . para ag x £ c-h
e 2
5(x) =4n" - (x - ¢) para c~h £ x € c+h
0 para c+h £ x £

tendremos L
fR(::) S(x) ax = fﬁ(x) '_he - {x = c)2b
(] c-h ot -

lo que muestra que:

b
/-F(x) g(x) a&x > 0
a

S

Esta ecuacion, como se veé, resulta incompati

ble con la ecuacidn (2), a menudo que se verlliques
B(X} =0

Determiaacion de la funcicn y(x) s

Escribemos nuovaments la ecuacion (1) en la

forma ¢

I(y) =J/§(1:F:I') ax
. a

y tratemos de dsterminar'la fimeién y= y(x), de modo que

I(y) sea maximo ¢ minimo.

(3)



Inpondiencs a la funcién desconocida la coﬁdi_—
cidn de tomar velores dados pere los puntos que limiten el
intervalo.

Se supone entonce8 quef i
ya) =4 ; y(bv) =3B

Consideremos en seguida una funcicn arbitre- -
ria s(x) que cumpla con la unica condicion de sers

s{(a) =8(b) =0

Evidentemente, todas las funciones d¢ la for_’

¥(x) = y(x) + ds(x) (%)
en que Ahes un parémetro variable, cumnlen con la condicions
Y(2) = A ;3 X(b)=3
Podremos escribir,entonces#
I(Y) = I(y + dre)
Iy) =Xy +0 « 8)

o sea la fungién I(Y) debera tenmer su maximo valor pera
A = 0. Debora verificarse entonces:

455t P
‘ ax 0 mra A=0
Be la ecuscion (3), pueds obtenerse:

-

I(ﬂ"ﬁ(z.! J + A8, _I" + Agf) &
- ;
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L) 24 .- '|.

= '?3 <5
y derivendo totalmente respecto @ N\ , y poniende » =0

- b e
a1 o7 9 é ay!
R SR (A (NT 4= S PR

i d v
Derivando ehora le ecuscidn () con respecto 2

& Y (x)=y '(x)"+ da'(x) (5)

y derivando las ecusciones (4) y (6), parcialmente con resmc~
toa N
ERY

= g(x) .

/ éy?
; 5= o)

Sastituyamos estos valores en la ecuacién (5),
observando que eilcs resultan indspendieutss de Mg

b .
' [[ﬁ% -s(x)+;gz,s=(x)]dx,0

y!

Integrande por partos el segundo tércino, la
ecuacion anterior se transforma eni

b <P b

aF ar . 4 ér '

—L 8(x) dz+ sx)jf iy .
[ 3y * [aw" ; iadx e

EL segundc término se anula, ya ques

g(a) = 8(b) = 0.
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con lo cual la ecuecion se reduce af

b
éF d

(__..

ay

Recordando que la funcidp s(x) es arbitrarias
y aplicando el Lema demostradc en el parrafo anterior, de =~
duc imos que;

ﬂ,) '.I.s(x) dx =0

eF AR 5 y

3y & ey ° (6)
Esta exfresion se llama "Deriveds de variacion , © lgua-
lada con cerc, constituye una acuacion diferencial de se -
gundo ordsn respectoc 2 le funcicn y =y(x) . La detomimcion
de eata funcion pusde conseguirse por integracién de le ecue
cion diferencial anterior.

3 , For ser esta acuacié_n de segundo orden, su 80_
lucicn debera contener dos constantes arbitreries, que pue-
den determinarse de acuerdo con las condicicnesi

y(a) =& ; y(b)=3B
Estudiaremos en seguida slpgunos casos mrticu

1area, que, en general, faciliten la integracicn de la ecua_
CiOn (6) 0

Casos especiales:

Fodemos con.aiderar tres cascs fundementa =
les, segiin que eu la funcion sub-integral no aparezca la vs
riatle indepsndients, la funcicn y(x), o su derivada y'(x).

a) Ceso en que F =F(x, y')

81 le funcion sub- integral F no gontiene a la



‘ il o
funcion y(x), evidentemente;

Qs
]

!

0

L]

a
: -
con lo omal la ecuacion (6) se reduce as

.._F,=o
ay

4
dx

cuye integrecion immediata da
ad

@

F :
— = Y
iy - e l

2 ELl problema queda en este caso-reducido a lar
integracion de  una ecuacion diferencial de primer ordsen.
No obstante, la aparicion de dos constantes arbitrariss en

su eolucion,’ exige la imposicion de dos condiciones para su
determinacion.

. b) Caso en que F =F(y, y*)s

Podremos escribir, en este casos

Ix) =/ F(y, y*) & (8)
a
S1 llamemoss. x! =&
dy
5 i &
tendremos ; 3 e

con lo cual la ecuacion (8) se transforma enj

I(y) = ﬁ‘(y,;%?)x' dy ,
A :
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Llamsremcs £ & la. nueve funcion subd-integral,
o sea escribamosi '

2y, x') =x' Fy,5) (9)
Si recordamos ahora, que la funcicn e'ru‘b-:lntegml:
F=Fx, y')
del caso anterior, satisface la ecuacion diferencials

L P )
@y dx ﬂ)"
deducimos que la nueva funcions

=10

f= £y, x')
debera cumplir la ecuacidns

dp i e
Bx_d,y-é_x"

Considerando que en la funcion £ no aparece
la veriable x, deducimos que?

¢f

dx
con lo cugl la ecuacion diferencisl se reduce ag

a dr
iy ox' Y
e integrando: ap te F



'
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Sacando el valomde f de la ecuacidn (9) oYtenemoss

v frr ) o

y desarrollando la derlvadas

Raduciando y recordando el valor de x?, obtaemr.
mo8 la ecuacion difersncial final en la forma :

-yt 8F ¢ te
S (10)

; Sobre esta ecuacion puede decirse lo miesmo qQue
ge egrego a la ecuacion (7).

c) Caso en que F = F(x, y)s

81 en la funcidn F no aparece la funcion y*(x),
es ovidente que;i

& N

ér

=0
oy*
Con esto, la ecuecion ‘diferencial (6) se redu_
' Ce 83 .
0y

Esta ecuacidn, sdlo en determinndas ccasiomes,
dA solucicn a nuestro froblema.
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Wo desarrollaremos mas ®lld, esta introduccicn
al Célculo de Variaciones ya que conglderamos que los els
mentos desarrcllados en estas breves pasinaa son suficlentes
para la solucion de muchos de los problemes que se [resen -
tan en la praotics..

.ﬁplicacimaas

Consideremos nuevamente el Iroblema de la ni-
nime diatancia e’ntre dos puntos de un plano.

Hab{amos establecidos
X1
i
8 =f Ly 2
x
y pediamos determinar la funcicn y & y(x), de modo que el

arco 8 tuviera minimo valor.

Como la funcicn aub-integral ne contiene a le
funcion y(x), podemos 2plicar la ecuacion (7)s

Tenemo& que

o +y‘2
de donde secamossdF _ :
ay! 1+y"
. a y
y ccuo; ¥ o oole

ay
en virtud de la ecumscidn citada, obtenemoss
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' :
err s
S1 damos & la constante el valorg
| ct.:-e = gen a
elendo _0 otra comatonte, obleucmoss

yl-l-yg

dBdODdﬂ? y’:tga

Miltiplicando etesta ecuacion por dr e 1ntg
grando, se encilentia

y= a.X+n

que rerresents una recl'-é. que forma un Sngnlo @ con 6l eje de
las abgclsas, e Int rcepta on el eje de les orderadas un
segmeuto de longltud n.

b) Braquiptocrome.

Rncordemos ol probleme qvs mntamﬂ ,ea las
mrimeraas pngima de eate cap‘Luu 0,-ruforonts a un movil Que
cae en un plano verticel, scuetido & la gravedad.

Obtuvimos la ecuacions

P
gt -
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Se trata, ahora, de determinsr la funcion y(x)
de modo que el tiempo de caida sea minimo.

p =] S gl

: Vy

no contiens a la variable x, rodemos eplicar a nuestro pro-
blema la ecuacion (10): :

Observendo que la funcions

Calculemos:
a

tsg

- Y

i yyrli+y2

y reemplacemos estos valores en la ecuaciong

(=]

F-F, aF :Ct‘a
ayl -

Obtenemos ¢ y1+y © I_’E -Clto
(v Vi fiey®
o S8} SR L el -Cf”
5 e
de dondse: Vv *j"“ ¥

Elevando &l cuaérado y dando & la constamte el
valor 2a, obtenemoss

y'(ley@)=2a

de donde sacamoss i B 5
y
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Separando las variables e integrando

Hagamos el cambio de variable:

———

dy=2 a asngcosgde

Nueotra ecuscion se reduce ajz-

R =2 af sen2 ®ae+d
2

que se eacribe : .
x=af (1 - cos 8).de+b

e integrando; x=2a(6-stn )+ b

La curva buscAds, Que tiene el momire de Bra_
qniutocrona, tiene entonces por ecuacicnes paramotricass

x =a(e- eenpg ) +b
» y =a(l - cos®)
que son laas ecuaciones de una Cicloide.
¢) Probleua Isoperimetricos
Se dispone de una cuerda de largo L. 81 se
forme con ella una curva cerrada, aa Tretends saba;' cual

ha de ser su acu.acion, para Que el area encerrada por la
curva tenge valor mAx imo,
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Consideremos fijo el punto inicial de la cuer-
da, y . hagemos paser por el un sisteme de ejJes coordenados
(X Y.

Trataremoa de establecer las ecuacjones pare -
metricas de la curva que cumpla con la condicidn ya enuncia
da, para lo cuesl, elegiremos tomo parametro el arco 8, que
madiramoa a pa.rtir del origen.

Tendremos entonces$

xsx(a)-"
€sg L
y=y(s)
Evidentemente, se verificag
2
dx + dyE 2

o sea; ax =|/1 (3% ae

que escribimos simplemente

: dx =)1 -y ds



o seas A=fy Y1-32 as

-

Debemos determinar y(s) de tal manera que hegamos maximo el
valor del area A.

O bservando que la variable 8 eata excluida de
la funcion sub—im.agral, aplicamos la ecuacidn (10) para la
determinacion de y(s).

Escribimes;
F=y (1 - yle
¥ calculamos lmmediatamente ¢ "

27 L ..F;L’.,
By' l-—y'e

Sustituyendo estos valores en la ecuacicns

R LS AN
— :
tendremos ; v |/1 -y AT S =cte
s I
.:r reduciendos o =R
. 7/ 6 gl

dando el valor R & la constante.



-0k -

Elevando al cuadrado y Gespejando y' #
' R

Seperando las vaeriables e integrandos

.
s=R f7=§L—
T -7
luegos e =R arc sen %
de donde sacamos y=R sen %

Para calcular X, escribimos:
2 2
> Y Y] .
(%) (52)
y teniendo en cuenta ques

dl =
as cos

Wiw

= Ben

e
Yle

Miltiplicando esta ecuacion por ds e integrandos#

8 :
= B as

x fsen R
-

o seas x =R(1 - cos %)

La curva buagdda es por tanto una circunferen-

cia y sus ecuaciones parsmetricas sons




x=R(1 - cos %) '

R 8o 8
3""'. n R

La eliminacion del parsmetro s di:
:2 +. yz' -2 Rx=0

que muestra que la oircun.rerencia resultanta &8 targente al
eJe O Y en el origeu. -

d) Haremos por ultimo una ap_icacion al caso general, en qtn .-
er la funclon sub-integral se ,oncuentran presentsss La mgﬁ .
tle indsreadiente X, la funcion y(x) y su derivaday:(x).

Tratemos de determinar la funcidn y = y(x), &

modo Qque la integrait i

. . 1 1 I

y) = f xyy =~ & ./

xO ‘ ‘ ';'i-":

tenga valor extremos : . ' :'

5 | 3

Llamemos: o Pexy yiR ’ R

- a..._""a:. = 12 .‘

Cﬂculmoﬂa ay I ¥ {

: & 2P pyytezxyPenzx
» &= ayT T xy ¥ 3'.
Rempluanﬁo e8tos valores en la ecuacion
2F ....i..
7 5';:

‘Eh.ﬂ‘m L L".r L LRl 2 i o= R |
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- B
gue se aplica al caso geusral, obtenemos}
xy2-2yy'-2xy2-2xyy"=0

¥y reducieudos 2
2xyy'exy©+2yy'=0

Pare integrgr esta ecuacidn diferencial, pode-
mos multiplicarla por i—- , obteniendo con estos

2
eyy!y"+y'S+3 yy=0

que puede escribirse:;
d 12y .2 2.
=¥ ¥ +2 yy*=0

Poniendo: N y'2= u
5 a

la ecuacion se reduce af d_u+2_u=0

éx X
Seperando variables;

du .o & .o

dx x
e integrando; in u+ln x2 =ln a3
o seat u x° =ga%

Reemplazendo u Por su valor y despejende y' ¢

&

ae

xVy

y!' =



stm’ SO

que se fueds escribir por fin}

'(113/2 1n (‘ffa
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RESOLICION NUMERICA IE ECTACIO NES DIFERENC IATES:

Estudiaremos en sste capftulo, métodos de re

solucion nmerica ds ecuaciones diferenciales
dos tipos? cuando la ecuacion es de la forma

cuando es de la forma g% = ¥(x, y).

La ecuacidén 9-?1 = F(x).
ax

Bis

Trataremoa

-F(E): J

En el capitulo "Estudio de una’ funcion" vimos
el método de Sim-pﬂon de integracion numérice. Aplicaremos

~ aqu{ ests miemo metodo, ya que la integracion
vale & resolver una scuacién del tipo:

Vimos cue la formula de Simpson eras

l,.x2n

%o

slendo: X, =X, + 2nh

Ilemaremos incromento de Simpson el walor:

+ 4 7+
k-y" 31 J2 h
3

numerica equi-

(1)

jy ax . -';% (yo‘i' 4 yl!- 2 ye"l- 4 YE + sase 4 hyen_l'li S’En)
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Ilustraremos el meétodo con un ejemplo. Sea la

Q’L‘F 1-%‘-_ sen® 1 x,

Le impondremos & la solucion, la condicion de
* que pase por el punto (X, y,), o seas

Y'TOfr aen nxdx

ecuac ions

Llamemos g

z-]/l-%‘- Bonenx

y tomemes h = 8,1, Nos damos;

b IO-O _IO-‘0,6’J

luegos zoc s
Veamos com§ hariamos el cdlculo,
Para x = 0,1
gen -2 I-sor.2 18 = 0,097

¥ - 2, = 0,976
Calculemos 203
Pare x = 0,2 ; 2, = 0,91
Tenemos que 0,2

Gn. dax 'f.,‘-(’o*" z, + ) =k



“ 9y -
k= 0,194
Luego el valor de y es:
¥ ==0,6D+ 0,194 =- 0,4

Haciendo pera cada caso, los calculos de esta
manera obtensmos el cuadro Que sigus;

b 4 g - k vy
0,0 1,000 : -0,63)
0,1 0,976 :
0.2 0,919 0,194 -0, 4%
6,3 0,842

0,4 0,745 | 0,31 | 0,289
0,5 9,07

5,6 6,745 | 0,85 | 0,145

De este modo hemos realizado la integracion
de la ecuacidn diferencial, obteniendo como resultado solu_
ciones particulares.

Veremos el otro tipo de ecuacidn.

La ecuacidn %XZ' = F(x, y).

‘Buscaremos un método garecido al de Simpson
pare resolver nu;nericemente la ecuacions;

%‘ = ¥(x; ) :
Este serd el método llamado de Runge y Kutta.

Hecemos a continuacion la deduccion de las, for-
mulas qQue hay que emplear, De#raciadamente esta deduccion
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¥ Justificacion del méic ‘o eslarga y engorrosa, por lo cual
aconse jamos & les alumnos que no Se lnteresan por esta clase
de desarrollos, que se remitan a la aplicacion directa del
me’todo, pesando por encima su deduccion.

Sea;
£ =7z, v)
con un valor inicial;
(xos FO)
Sea ademfss k) =h ¥x, 3,)

k=B Fx B, 7o k)
k} = h F(xo+ b, 'y, + ko)
ky = b F(xo+ 2 h, y, + 2 kg)

. '-kl+2k‘2+2k3 + ky
v 2k )

La formuls que rige para la solucidnm y(x) es:

¥(x, + 2h) =y, +2k +0 1S (1)

(léases 0 h5 = del orden de h9),
Demostraremos esta formula,:

Siendo

F(x,, yo) -2

substituyemos u, v en luger de x, y de acuerdo con}
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du
pera el valor iniciel ug=vy =0; G(ug, Vo) = 0.

Definiendo los k rara (2) en anelogia con los °
k obtenemos: :

kL =h ¢(0,0)=0=k -2, h v
kghG(h,O) h[F(x+h,y+z h)-z-l ];E-z h
k.ju hG(h, kp)=h [E‘(x°+ h, yo+ %, h+kp - 2 n) -

- Zélm k3 - 2, h
kj =hG(2h, 2 k3)=h [F(IO-I- 2B, yo+2 2 h+2 k3 -

-2z h) -2 |=kg -2k
luego epgemmls
k=k - Z h

De eate modo la ecuacidén (i) se transforue en;

y(z°+2 h) - ¥ ® 2 zo h=2 k+0 ]:15

ea decir;
v(2h) =2 k + 0 b5 (3)

Veamor shora .t.os desarrollos de Taylar de v(ll)
¥ de G(u, v) en su relacidn mutuas



ye que -

u3+gﬁ-u]‘+0 uk (k)

=G(0,0)=0 '
(]

Muﬂ)=au+bv+%uapduv+§u5+0uh (5)

puesto que G(0,0) =0 y que los términos de ve, u? v, etc.,
no neceeitan enoterse ya que v=0 ue, segun {hi

Substituyamos (L), (5) en (2)s

A u+£u2+gu5+0 ul‘=a u+ b{

mlﬂ
ml %

A 2 4 3u3

+%ufw 0 "

de dondes

A=a B=bA+c
o finalmente:

A=g B =2 b+a

Asl obtenemos de ()

C=b B+3dAs+c

C==a bE-rbG-i-je d+e

V(2 h)=2a h3+g- (& b+c) h5+%(a ¥ +bc+3adee)hds

/ n+0h5

(6)
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Calcularemos ahora los kj

kp =0 |
kp = )= e 2+ - :
kp=h G(h,0) =h [ah+i.h & n3 Ohla_'

kp =a h2+%h3+ %hl'w hn5

E3=h G(h kp)<h [anen (a B® + & 1) +%h2.,
+dhah2+§h3+ohil_] |

=ab?+(abd+ 3) h5+(‘b§9-+3 d4% ynl4 o n5

ky=hG(2h, 2ks) = h[28h+2b(ah2+5. b+%)h§¢
-+23h2+l|dhah2+-g—oh3+0 hh]

L}

-2 ah2+( 2ab+2c) hd+(2at?+bc+da d+%e)h"+

+ 0 hd

0E Ht2k+2 k4 Kk
"3

RESULTA ;
2 k=2 ah2+%(a bee) B3+2 (a tPebes3ad +e)nds

+0 h
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lo que coincids con (6) y compruebte (2), con lo cual queda do
mostrado que;:

= 2
J’(Io+ 2 h) ¥ * k

S1 aplicamos este formule s la resolucion de
la ecuacién 3L = F(x), llegamos a la formule de Simpson. En
efecto:

Se tiene$
I‘(I, Y) = F(I)
y , | k1=hF(xo)=h 2

ko =h F(x,+h) =h 2,

k5=h F(xgy + hi,= bz,

ky, =h._F(xo+ 2h)=h 2
y formsndo 2 k se tiene:

Z +2 23+ 2 294 2p
2k=h-2 13 1 =

que es la formula de Simpsomns

b

(2, + 4 2y + 22)

2 Se nota que en el método de Rurge y Eutta el
término 4 21 aparece repartido entre 2 kb oy kj.

Empleo del método s

Veremos como proceder con este metedo pars re-
solver les ecuaciones diferenciales.

Tem’amge por definicions
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ky=h F(IO+ h, y,+ kl)

kz=h F(x,+ b, y, + ko)

ky=h F(x,+ 2 h, yo+ 2 k3)J

&

ki+ 2 ko+ 2 ky+ ki
3

El método de resolucidn ests dado por el si -
guiente esquema siendo dados X, e Vo?

¥ 2 k=

]
x v F(x, 7) k~hE | k
Xo Yo F(xo0, yo ky gy + 2kp s 2k + kY
Xo+h |yo+ Ky | F(xo+ b,y +lk) kp
Xt h |yo+ kg F(Io+ h, Yot kE) k3

kq+ 2ko+2k ..+k14
3 -} e Y Bl sl
Xt 2hly, *+2k F(xs+2h, yg 2k5) k), k 3

AN

Xo+ 2h|yo + 2k

Veamos un ejemplo. Sea la ecuacions
. 48 ¥
gl B 1
nos damos:
Xy =0 ¥ ik i ¥ h=0,2

Baciendo los calculos indicados en ¢l disgrama
obtenemos el siguiente cuadro de valores:
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x y x+y-1 kj =hF % =
0,0 1,000 . 0,000 €,000 0,000

2,080
0,2 1,000 9,26 0,00 0,296

0,099
8,2 1,00 0,240 0,048 0,275
6,5 | 1,006 0,46 | 0,099 |2 x=0,092
0,4 1,092 |

1,092 es el valor de la funcicn pera x = 0,4,

Si tamamos h =9, 3.

x ¥y x+y-1 kq k
0,4 |1,092 0,492 0,148 0,148
- 0,%k

0,7 1,20 0,910 0,282 0,644
0,51

0,7 1,374 1,074 0,32 z=1,877
1,0 1,7% 1,7% | 0,512k =0,626

Es peligroso tamar un b grande. Para gaber
sih esta dentro de los limites acaptables, se pueden obser
var las columnas F(x, y) o Jky=hF. 81 en ellag los valores
ver{an regularmente, b este bien, de lo contrario quiere de-
cir que es grande.

81 los valares de F(x, y) son mayores que 1,
dewemos cambiar los papeles de X e y, entonces el diagrema
q%odai



y x . ky h=0,3

- 14-51'-1
1,713 1,000 0,532 | 0,178 O,lTll
0,272
2,018 | 1,174 0,455 [0,13 0,20
0,106

‘ 2,018 | 1,1% | 0,46 (0,10 | &=0,82%
2,38 | 1,280 |0,385 |6,106 |2 k=0,277
2,318 | 1,277 '

N L
v £ El gren 1ncomenignte que tiene la solucidn
numerica de estas ecusciones esta en qus nos da sglucionss
particulares de la funcion y que no podemos tener certeza de
le conducta de la curve en los trechos intermadics. :

Qptencidn de la solucidp do la gcuscidn con mayor

precietons

Aplicaremos una formrla similar a la estiudia-
da en la regla del quinceavo, del capitulo "Istudio de una
func:;on“. Ta formila de Runge y Kutta, como la de Simpson
&5 sole aexncta haste parn +Srminos de cuarto grado. Liego
8l explearla se ccmete un error del ordsn de hd. b

: Trataremos .de calcular este error, Para eso
hecemos el calculo ccn dos intervalos difercrtbes, umo el doble
del otro. S1 bacemos primero el calculo con un intervelo h,ts
Nemos § '

y(xs * 2h) - Tot 2 k+ a(xo) h5+ ees )

|
(xo+4h) = yo(xo+ 2h) + 2 k' + a(xo + 2 h) hebaee  (B)



desarrollando a(x,+?"!"7 en serie de Taylor y empleando el
primer término que es a(x_)h5, se obtiene el sumar (1) y (2).

y(x+ 4'h)-y +2 k+2k'+2 a(x Yh5 (3)

por otro lado sl hacemos el calculo direct eamente tomendo un
intervalo 2h, se obtienes

y(xo+4h)=yo+2 k+a(xo)(2h)5 (%)
pero (3) y (4) deben ser iguales, o sea llamandos

311 Ve 2 k+2 1!

y Rauyod- 2k
tenemos ; Ry+2ah® aRy+32 a nb
de donde f -0 atd=R -R
y 2ahdel’2 - R
15

siendo 2 a h® el error cometido al aplicar la f:;mul'a de
Runge y Kutta, ;

Luego el velor ma.s aproximado de la solucion
de la ecuacion diferenciel sera

Ro =
B <Ry . .:1531

Veemos un ejemplo, Sea una ecuscidn difsrencial
de Ricatti que queremos resolver$

g‘o,)+x+f
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Nos demos § '
xO-D Yo = 0 h = 0,2
x T 0;3’*:"'3"2 ky
0,0 o.eoo 0,%0 09,0400
0,2 ,0& - ijh 0 lwa ﬁ = 0,5510
0,2 0,101 | 0,510 0,1020|2k = 9,1847
o,4| 0, ach 19,742 |0 1h8h
0,410,185 0,734 0,148 .
0,6 0,332 1,010 [0,20%0| T = 1,26% 2
0,6 10,387 | 1,049 |0,2098{2k = 0,4212
0,8 0,605 1,466 0,2932
0,8 {0,506
Tomendo h =0,4. Obtenemos;
: x| vy |03 | Ky
0,0 | 0,0%0 €, %0 0,1200 ‘
0,4 6,12 0,704 [0,2858| ¥ = 1,9%
0,4 | 0,286 0,782 ©,3128{2k = 0,639
0,8]0, 626 1,41 | 0,56k :
0,8/ 0,638 -
0 sea; R = 0,66 y Rp = 0,638
Luegos R = 0,606 = QLG}_B_E_B_O_&@
R = 0,606 - 20F
= 5
R=90,60)

Vemos que para seguir el céalculo més alla de
y =0,606 debemos tomar un h = 0,1 ya que con h=0,2 tenemos
qua ol error ea 0,002,
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La regle del quinceavo nos permite controlar
el h que se usa, Si gl error es muy grande, quiere decir qua
debemos tomar un h mas pequeiio.

Sis temas de ecuaciones$ B

81 se tilene el slatemat

&

dx “F(x;}',z-)
dz
ax “G(stJz)

Podemos resolverlo de igual forma que en los

e jemplos anteriores por medio del método de Runge y Eutta,

operando segun se indica en el cuadro siguiente: %

x M f L F(x,y,z) G(x,y,2)

-t % 1 % FXysT01%0) F(X4)¥os%0)
2+ |yl |Zotl [F(Fo Bavo K1,%0. 12) | G(%o. B,y¥0 K1, %o. 11)

Io+h y0+k2 1@12 P T L e E R L R R R R R L R R
-
IO+2h yo*‘z_k 201'21'5 t-ootn.n-oo..tac-toplc.aca...oo-ttnottt.

X, +2h Yo+2k Z,+21

kyq ll k 4 =X

k|11 [B=kye 2ky+ 2k + k, ®rag+ 2l + 213 + 1y
k| 12

kz | 13

kg | 1q

: Con esto damos por terminado el capitulo de W
resolucien de ecuaciones diferencisles por métodos numerico.
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DE ACUACTDONIS DIFERENCIALES ¢

_ - Prataremos em este capitulo un método grafi-
co de ohtener las soluciones de lae ecuaciomes diferenciales.

Sin embargo, -a;:.tea 'da pasar este tema tratare—'l
meg la dlfsrercilacion o integracion grafica, debide & la eimi
litud y relacion que tieren cox el tema d> sste cap{'ﬁulo. :

Diferenciacica graficas

L e

S1 tonemos ura curva y = f(x), podaios cons -
trulr graficamente la cusrva Y"‘ %‘3&;" Ia primera Bse 1lama cur-

ve intsgral (la designarsmom ?ur I) y la segzunda curva de:j.__
vada (Que designaremps por &j. :

Para constr?’l esta fliixa establucumoe quo 12
ordenada de la cluva <, un punto cuvalcuiera B(x,y’) dote ser

= -
i

B in > A ARiD i Fri P BEp
R ati. e I muchill o g .- e i e U R

3
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jgual & la tangente del angulo de inclinacicn de la curva in

tegrel o sea la tangente del angulo que forma la tangente a
le curva, P'I en el mnto correspondiente F' (x,7)

1

-
-~

P 4

Para congtruir practicemente la curva derivads,

' ge procede del siguiente modo; Dividimos el intervelo de
x, 8 X, en partes y trazamos las ordenadas Yo, ¥y» Jpeews
yhe

Luego trazemos las tangentes en By, By, Boesesee
Bn y medimos las targentes de sus angulos de inclinacion
(coeficiente ergular de las tangentes). En seguida enx ,"
X1, ees Xp medimos ordenadas Xo Ao-y";; x) Ay = y{; Al

':n A =y, en donde los y' son proporciorales a lon _orres-

PR ..o « ¥~ 1ontes angulores. Por :_;tj_mo trazemos une
curve por 408 puuw. Ay A1, A2 , An. Este curve sera
eproximedamente 12 _urva deriveda,

Cano se camprende la difisuit=d sn construir
1a curva derivads comalste en el tra?ado de 12 targente & la



curva integral, ya que la tarngente no ests bien definida por iy
un punto de la curva, £

Versmos la tabla siguiente aus da la presidn p
en libras por pulgada cuadrada de vapor saturado a una towpe -~
ratura © medida en grados Ielrenheit. Se pide encontrar la
curva des variacion de la presion con la temppratu:relt, o sea g-%

an d.
P 9 T Eg

o | 22,7
75 | 27,4 [0 | 1,%
g0 | 31,8 [o0,85 | 1,16
85 | 81,0 |0,82 | 1,22
9 |320,0 |0,79 |1,27

N A




- T0B -
P 8 ae dp
dp R~
95 | 339 [0,® | 1,3
»e | 37,6 (0,72 { 1,%
65 | 33,1 (9,69 | 1,45
119 334,5 | 0,67 | 1,49
s | 337,8

Los valores de la tercera columna los hemos ob_
tenido con eyuda de las formulas deducidas en el perrafo de
derivacion numeérica, Con los valores de la cuerte columna
podemos dibujer la curve pedida.

Sin embargo, tambien podemos ditujer la curve
deriveda por un procedimiento pursmente grafico Veremos
camo proceder rera ello,.

Sea una curva integral I, cuya curva derivada
queremos obtener. Marquemos un punto fijo S5(-2,0). Suporga-
maos que queremos encontrar la tangente en un punto £, de
I. Colccando una regle y una escuedra tal camo se indica en
1= figura que sigue se procede de modo que & ambog lados
del punto, la escuadra limite aress iguales de la curva.Se-
bemos que una cuerde que cumple esta propiedad es paralela
a la tengente en el punto considarado. En seguida deslizan_
do peralelamente la escuadra, apovando_.a sobre la regla ha-
cemos pasar por 8 uns raralela a la tapgente & la curva I
en el punto A. Sea & esta parelela. 31 por C treZamos uns
recta paralele al eje OX hasta que corte la vertical A B,
el punto D serd el punto de lz curva deriveda correspondien
te & A, ya que se verifica que:

—-—-—.;.-t-gaI



uc

siendo tg a el coeficienie angular de la tanpgeate en A

.OBea‘ : . 1
D 3=CO0=atga

Si eleginos a = 1, por ejemplo, se tendra:

b

D 3=tga

Repitiendo esto para una serie de puntos se 7
obtieno la figura qus sigue en que los puntos de la curve in-
tegral I ss haa rarcado con el simbolc O y los de la curva
derivada con x (Ver fig. en la peg, siguiente). l

Uniendo por una curva los muntos Ay £1s Ageee l]'
etc,, se obtiens la curva derivedsa. h

Diremoe abnra algo sobre la eleccidn de a, Si
le curva propuesta es casi horizontal los valores da ' d.}i Sgm-
rén Pequeiios en valor absoluto, .y nor lo tants convi iect® la
eleccion de a grande, En esta curva muy accidenteda en cem=
bilo, elegiremos a pequein, para que la curva derivada quepa

en el papel, . ‘_

-
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A cm_ﬂr\uacion pasaremos a ver el proceso inver
so de la derivacion grafica, o sea, la integracion grafica.

Integracion gréafica;

Para tretar 1la integracion graﬁca volvamos
primero a un caso sencillo de la diferenciscion grafica. Su-
pongamos que la funcion y = p(x) por diferenciar, sea una

poligonal, i
Yy

= X

Su derivada resulta constante en cada uno de los
intervalos %p,Xp41e Procedimlento como se indicd en el pérra-

fo precedente, se obtiene la curva de la figura que sigue?
g A

--------

a=

._---‘---
P>

P T

¢}
\
H

/N
|




: )‘ . la dorivada resulta una funcion "escaicic il
E(x). y _

Abora bien, la Integracidén de una funcién eaw. '
lonada es immediata invirtiendo el procedimisnto y dando &
la fudcion integral el valor b para x =x; (fijacion de 12
constante de iuntegracicm).

YA

s
\

foaly
g gl
&
WY

Veremos shora camo lutegrar uua fune ion cual
quiera f(x).

Para eso;

1) Se reemplazara f(X) por une funcién escalonade k{x),cegdn
priucipios que =a ccntinuac ion se e*pond.ran.

2) Se in*egrard esta furcion con resultado p(x).

3) S5 reemplezara p(x) por la integral definitiva F(x) segin
indicacionee que luego dereros.

Veames sl reemplaZzo de f£(x) por I(x). démonos
abscisas Xo, X;, Xpseess Tracemos las horiZontales por (Io’yo-” .
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(x,71) o 1nterceptumosu_h vor una vertical cuya posicion
sea tal que las areas achuradas sean 1guales. Los dos traZos
horizonteles asf marcadcs dan la funcion escalomada  E(x)

X, & X< Xl. .

Y procediendo de isual menera con lés otroa
puntos transformemos f(x) em la fumiou B(x).

Se observa que tenemos exactamente.

v

7

smmd o snsdmnnf -

b &

R e ———

g Vg

......,....'.2.-.......
¥y etc.ae =

Con otras palabrass - =
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x
ff(:) dx = F(x)
Xy

>
fE(x) dx =ep(x)
Xp

coinciden exactamente Para X=Xo, X1, ¥2,.sees Por lo demés
para estas abscises se cortan y = f(x) con y=E(x) o seaj

Fi(x) = f(x) F E(x) = p'(x)

PAre X = Xgy; X1y Xojesssence

Con esto se hace facil explicar como se obtle-
ne F(x) a vartir ds p(x). Se tiene gque a las ebscisas men_
ciopadas I'(x) y p(x) coincidenen posicion y direccidnm,

ik

,...T/" | :

Aa X3 X4 x
Inscribiremos, puss en p(x) la curva F(x) tal
que pase "por -los puntoa de abscisas X1 yeese ¥ Que en
ellos sea tangsnte & le poligonel.. ('Veaea la figura) .
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Egts (%i20 peso (reemplazo de la poligonal .
por la curve) estd demds cuando no se quiere obtener la cur-

ya integreds si no que la integral definida entre X, ¥ X,

(figura que sigue) ye que: _

YA

Xy *a

En efecto, Bea la figure anterior.

Tenemos ;
8 0 Ew Alg P!

lmo’ | DQL .1.1
a

llamendo y' la ordenads de le curva derivade (Que es la cur
va por integrar). '

o Bea; S
vy =L (y"a Q)u%amaA‘A PQ
a



L
8l a=1 . y=drea A'A P Q
o sea la ordenmada de 13 curve integral es el asrea encerrada

por la curva derivada desds el punto inicial hasta el punto
de abscisa X, correspondiente & y .

Igual }i.emoatracién puede hacerse para el
AB'C'C" que esté corrido hacie arriba en una cantidad

r -
3" mcoee 4.3 B,

con lo cusl queda demostrada esta propledad.
Pagaremos & ver shora’ un metodo grafico de re-

golucidn o~ w.."ciones diferencinles.

Integracion 3r€.fica de ecu Ciones diferenciales;
— b e R Ny L -»m, e T T e —

Fn eSte pirrafo sélo trataremos el metodo de
resulucifn de ecuacliones diferenciales de primer orden, ba_
8ado eu la cbtewidr -de-las curvae isocliniBe



S

Soa Anda la ecuacion diferencials

% =¥ (x,y) _ (1)

Llemeremos curva integral una curve tal gque en
cada ;uno de sus puntos exista le relacion (1) entre su incli_
nacion y las coordensdas del munto. 61 ehora consideramos una
curve cuya ecuecion sea

n=F (x,7) \ (2)

siendo m constante, este curve serd el lugar geométrico de
“todos los untos pere los cuales la tangente & la' curva so_
lucién tiene uns inclinecion constante e iguel & m. Estas cur
ves se llamen isoclipas.

As{ 81 tresemos una serie de curvas isoclinas
que se obtienen dando valores & m, el protlema de encontrar
une solucidn & la ecnacicn diferencial se reducirs = dibujar
una carva que corte a la isoclina con la inclipacion que co=~ |
rresponde & este Wltima curve. Ilustraremos el procedimiento:

Comos m=tgr

glendo ¢ el argulo que hzse la solucion con la horizontal,con
viene que las variacionss ds % cucndo pesamoe de un velor de
u al siguiente no sean muy desigusles.

Si nos.. proronemos, Por ejemplo, twral ***= con
ocho isoclinas, haremos veriar ¢ de

180°
8 =
pues blen: % 22°,5 = 0,41

tg 45 =100
g 67°5=2,i1

0 -
po.r./



- AT -
o Bea, tememos:
m=0;%0,4;21,0; 2,4;

Tracemos esas isoclinas y supongamos que Quers
mos que la curva integral pese por el puntu & (x ,y ) de upa
de las isoclines (por ejemplo la correspondientS a m= <O,4).

Sabemog que las inclinaciones de las isoclinas
eatan dades por el grafico de la izquierds, tomando como dis-
tancia a =1 unidad. (Ver figura que sigue).

Lue@o por A trazamos umA ,«ralelz & SK
de modo que el punts T.; Qquede & igual l.stancia de my ¥
Moo ) ¥ Que T-o,h quede a igual aistencia de W 4 ¥ Tye

-O,h

Luego,a partir de T-o,h trazamos un& pare-
lela a S Ky hasta un punto To,h que quede a igusl dirlaucia
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Veremos algunos ejemplos para sclarar el  me-
todos

1) Sea, por ejemplos

& = X
dx y

Las isoclinas tienen por ecuacidni

o B e
| ¥
o sea; y=-1x haz de rectas que pasan
m Por el origen.
Démosle velores & m:
m=0 50,25 350,5:1,0 ;2,0 ; 4,0 3 o ; -4,0 ; -2,0;

1,0 ; 0,5 ; 0,25,

para obtener éngulos aproximademente igusles entre las di-—
recciones.

Se obtiene el haz de rectes Que se vé en la i
gura de la pag.. 120 . Suporgamos que queremos que la curva
integral pase por el pinto A, Partiendo de £ y siguiendo, el
rroce¥iimiento entes indicado obtenemos la curva que se Ve
que es una circunferencia,

2) Sea la ecuacidns
a . 2
dx S X
La ecuaclon de las isoclinas es:
.8
x



I.{I.‘.,... b M o8




= 121- g _'_:_';:-.

_ i
i x+y'2-mx=0

que es la ecuacién de circunferencies con centro (m 0) que
Fasan por el origen,

. Tomamos valores era m en el semiplenc x > O.
=4.0

Sean éstos:
m=0,4 ;




-1&-

Suporgomos | que ahora queremos construir si-
multanesmente un gran mimero de soluciones de la ecuacion
diferencial. Para eso, deslizamos una escuadra paralelemen=--
te a la direccion 81, por ejemplo, y en la isoclina corres-
pondiente e m=1 trezamos una serle de rectas paralelas se_
peradas entre af por une distancie cualquiera, En seguida
deglizamos la escusdra peralelamente & la direcciom 5(1,6)
y & partir de los extremos de la recta auntes dibujada copi+
mos parelelas & la nueva direccion. Siguiendo con este pro-
cedimiento hasta acabar con las lsoclinas se obtlene un con_
Jjunto de curvas integreles que en la figura hemos marcado
con I,

Puntos de j.n.;._exions

De 1la Figura de la pes. 121 ge ve que existen
mntos para los cuanles la curva solucion y la JAscclim tie-
nen una tangente can.m, o sea igual 1rrl‘:mcion. En esos
puntos existen los llamados purtos de inflexion de la solu-
cicn. Estos son pantos criticos para el dibujo, En 1s mis-
me figura son puntos de esta especie A y B, S1 unimos es -
tos puntos por uma curve se oltlene la inflectore qus es el
L.G. de los puntos de infl exion de todas las soluciones.

Veremos la condicion pera que exietan puntos de
inflexion, JEn una curva la condicion pera que existan munios
de inflexion es que s

ax?
a
81 == F(x, y)
P oF . @
L. L& o (3)

aad 8% Y v



y derivendo m=F(x,y) para obtemer 1= direccidn ds la tazgan. 4
te a la isoclina se tienes W

¥ ez '
¢ £y Tl (4)

Luego comparando (3) y}h} ge vé que la condi
cidn Iara‘. que haya inflexion esf A =

F=m (%)

Veamos un eJomplo. Sea la ecuacidn

i

ay .32+ 52

dx e

Se obtiene ficilmepte la ecusc¥én de la inflectora;
2 X+y (12+ y2)==0

pars construirla segun esta expresion es recomendable una
forma jarenetrica; 2

2w e )

nos da : y=iz'l._‘£_ "
1+ u?

X==uy

Poro es preferille coratruir la inflictora
punto por punto. En cada 1scclina.

12-&]2 ma

se ma'-'ca--an los dos puntos en que la tangant® tiome incli~
necion . Unidos estos pu:toa ve eacoutsacs la iaflectoras

Si se olserve que en ellos rige m=—§- se



Sy

\"';-;-..,‘\ :
=

U—-

vuelve & llegar ficilmente a la representacion parametrice en
terior.

Veemos otro ejemplo., Sea la ecuacions

dy . yrx+1
dx y-x

para encontrar las isoclinas, tenemos?

m(y - I) = 'y+x-+ 1 ! (haz dB isocli-
ma_) -

AAAAAAA



. En efecto, esta ecuscidn se cumple cusndo

¥ 2y F+x+1l =0 _

1o que ocurre en el punto de interseccion de esas dos recte
a saver (- & 51" é")

Fstes dos rectea cormponden e los va.‘I.oru £
jart...cularas de mwe

‘m =0 ymex -1

m=m y=X ) , *

El haz se puede escribirs
e m+1

m -1

ropH roje

X+

De este \Ltime Todenos obtensr la condicidn para la curva in-
flscvora, Sabemes que el coeficiente engular do lag lsocll
pas debe ser liguel a La inclinneién de la curvs, o seas

%l

‘2® -Cme 1=0
de dends: (Ver figura en la pige siguie:ife)
el de

Como una recta tiene la misme munmion Gn
'todol sus. puutoa resulta que estas doa “yectas isoclinas"




=126 =

1.+ V; y A il 1+/2

m=1: ﬁ estén constituides enteramente de puntos de in-
flexion o sea que son solucicnes de la ecuacion diferencial,

Dibujemos ) ‘1aoclina.a, dindole & m los v'alo_

m=0;l;l+f/;;-l;l—'/;:

Tes;:



clal,
flectora. Como se tomazon pocos velores de m, la curve sdﬁc, !
muy quebrada. Ifl R

Veemos otro ejemplo. Sea la ecuacidn;

o (%)3-:%+y -1=0

' Pare encontrar la ecuacidn de las isoclinas

hacemos §

i . e
'y s tlene; w3 -mx+y - 1=0 R
0 Beag y=m X+l -mj ".f‘u

Luego las ispclinas tienen la misma inclina “ s
cidén que la curva, o £9a a la vez son inflectores y sclucio ~ =
nes de 1a ecnacisn diforoncial.

Dandele valores a m podemoa ditujar las 1ao011

nes y, por lo tanto, las solucionas de la ecuacion diferen - 3

. 01&1. . ' ¥
las rectes de la figure ".‘..,ulente g5 heu vu= " .‘E

tenido dando & m los valores (¥., riz. on la Dog..siguiente)’ i

l . .
n=0,1, -1, 5 ']é'

Es interesante observar quo fuera dr Lae rec-
tas mencionadas, s sslucion su envolveates _ . '







RESOLWCION DE BCUAC TONBS .
DIFERFNC JALES LINFALES CON COEFI IENTES

CONSTANTES
Sea la ecuscidn;
. - ' I8
+p +q = R(x) 1
" ol B Bl K. )‘..
en la cuzl los coeficientes p y q son independicntes de x, y
el segundo miembro es fumion 'de x, 0

Late caso se msenta ,en numercscs protlemas
de la Fisice. Par ejemplo, la ecuacidn de un elemento que vi-
bra es:

o &g 2 ds ]
<l ——= s-b L Ben vt
e -

\ : 81 se trata, por e,‘jemplo, del pendulo, 8014
tua la fuerza tangemial




Him

ycomo sen @ o~ a =

se v6 que la fuerze es proporcional 2 g
N=BRE
: § 8

S1 el péndule cscile en un medio resistente,
1z fuerza resistente es contraris al movimiento y proporcic-
nal & 1la yglocidad %% . -

1 ahora se supons que actis upa fuerza exter-
na cuslquiera se ve Que esteé movimiento estara representado
Yor la ecuacion diferencisal,

mf_”.-- 9.2 B - be i‘—a-q-csan wt
d dt

en la cual hemos supuesto una fuerza externa periddica.
Este tipo de ecusciones también se encuentra

= g bt gl M1 LARC O SN



‘en Electrotecnia, Sabemos que la intensidad es le derivs

la uantidad de electricidad respecto al tiempo. E1 pof
tmmn es una deriveds, Por ultimo, le fuerza electromotr?
de la corriente alterna es una fuerza externa oscilante, :
g0 la ecuacion que mmaentara un fendomeno en ,due partici
ren todos, estos factores sare‘ﬂal tipo visto mis erribe.

Para resolver estag ecuaciones usamos los ope "
radores. '
Orperador Dg

En vez de ponar_:; colocamos D y procedemos & ‘,

como si fuera casl un factor. D se llema el operador diferen
ciel. Lusgo: -

_d ~

AL : (2)

En esta forma fodemos escridir (1) comos
13?3+pr+¢1?=?- " s
siendo z conocido e y- desconocidos 3

El operador D se comporta cesl algebreicamen-
te o Bea;
Du+v+w) =Du+Dv+Dw

o se.a es distributive.
D(c u) = ¢(D u)

luego es conmutativo ﬁiemt:re que C sea constante.

I:ﬂﬂéb podeuos -mnars

- -




(Bew bﬂﬂr =

Vemsmmoloprador(n-dammm
ci.p‘ndBD dewimrmﬁo.

wa@r (D - a)n w-‘

%:1- ay=2z2
o seas (D-2) y = ll 1
Sabemos que ; - ¥ b
J : ) : c=Ccte
(D-8a)cy=c(®d-2a)y a=Clh
y (D-2a)(u+v) =(D-2) u +(D=-2a)v '
'?Por?.}amplos : 2 ' _
i % . _
(D - DT 2T+ 3T) " R |

--.1..._(1-:)4-%’-(2-:)!-%(3-1):2 :
8-“.:5' “. ¥
T :

Veamos anuncundro los velores de 2z paravﬂg_
res particulares de y:




g (D e a] 7=z -3 ,
1 w85 i T TV .
X 1l -2x ) i
x° (2-8x) x o 1
/ n-1 j
h b o (n=-a x) x i
g@X (a-2)e % .
wix ’
o gwix (wi - 2) ® .
’ ¥ 0
° :naax nxn-l PX:=b g
cos Wx -@8@n@WX - a4 coB W X
fen @ X |WcosB WX - 2 Ben¥Wx

0 see gue on les casos en que el operador (D= &)
opere sobre &¥X, la solucion se obtieno reemplazando D por @

Fara comprobar el ante;cenultimo resultado, te
nemes ;
& ax =
(D—a)xn %o x" T 8%, 0 x® o - B e8X |

n-1 ax
=nXx e

' 51 queremos concentrar em unas poces, las for-
milas del cuedro, estas serian las marcadas com’. 1

S1i queremos esplicar el oparaigr (D - a) wobre -

el seno y el coseno, podemos valernos de e¥** , procediendo
del siguiente modos

Sabemos que ¥ e@iX = cop wx+ 1 seno X

™ . .‘ o
N T ¢ ] :
N = [ PPLTLAY . | n ey . 2 oy t
_.lan."L‘A_.lf- ] TS T, WL R PR R TR R TR . e



" o sen; S ket
a i

5

(D - ;) e¥ix, (wi-e) e“'_i"-ir (01 - a)(co; ox + 1 _l;en @ X)

la parte reel de este desarrollo o::mapond;r_é al coseno y la

imasginaria £l senc.

(D -a) e =- g coswx - woen wx+i( @ cos wX = & Sen¥x)

de dondet :
(D - a) coswx =-acoswx - @senwx
y (D - a) sonwx=Wcosyx - & son @ X
' Luego estas dos formulas estarian comprendidas
en 1le de eiX,
Hasta ahora hemoa.calculado z siendo dado ¥, o
‘gen s

z =(D.; a) ¥y

Calculemos ahore y, siendc dado Z. 0 sea el
procedimiento inverso que designereucs simbolicamente .con el
gigno -1 en el exponente

y g

y=(D- =

'y aprocedamos como en el caso anterior a hacer uns tebla de
los valores de y para valeres part.euwsres do z, Veamos, por
ejemply, pare z =1, En la primera tabla no hay ningun valor
1 en la columna de les z, pero si multiplicamos el primer

velor por - % obtenemos; .

(D-a (- D=1
nl ¥
) it ¢

Supongase ehora para z =e¥*, 81 dividinos en

. le primera tabla el valor correspondiente por (@ - a) quedas

o T N L T TG g 15 J W | I gl ,;L’J;‘&—WM *:J



" Poro ademfs vimos que pera z =0 (ver 1& taw A.-
se tenia y=e8X, Iuegos e

(D - E.) C e™X=0 ok ‘s
ceX=(p-2a)t o
Pero en los caeos anteriores se puede conslderar:

! Z2=2+0

T

y entonces & todas les soluciones se les puede sgregar ol ta!:_ by
mino C e £X, Luego la tabla de funcioues inversas quedarias

L
]

z (D-a)tz=y




Luego en los casos mque (D -4&)" 2 opera 80 =
bre e¥X, también se obtieme la solucion reemplazando D porw
& Observesa el casow=03%

. E oX
(D-a)t1 «(D-a)teo%a :- - %

Para encontrar la segunda formula de eate ta_
bla sabemos que & % de la primera tahla le corresponde

z J

o=
1
DR

o
1
o 1N

o J
i
mmll-a

mm
) u—'

2

Para y =- X 6 tiems z=x - = y para z=%
a a

I ; ’
se tieme y =- -2 » Luego sumando las doe ultimes equivalen
cias se llega a le segunda formula del cuadro.

Para tratar e®* uno podemos user directemen
te la tercers formula porque resultarfe €2%, Aplicaremos la

o
entepeniltima formula con n=1, resultandos

(D - a)l %% u x o8



pero también podemos pouer:

- sl +C o e e e C{w - a) ¢ by
ﬁ’" a ?“ - Aa - -
v
Si elegimos C = = queda 3
o~ a
OX L anx
0 -a
gl hacemos W=ta, Ja freccidn queda de la forma O 2 0. Luago
podemos aplicar L™opital. Derivando respecto a wse tienss
I . ax Y
x o X RO ax
. i =
que es la cuarta formula del ssgundo cuadro.
E. operador (D - &) lo ocupemos pars resol_
ver ecuacionss diferenciales dsl tipos
(D-a) y=2 siendo z=T (x)
o gea; dy _ "
ool B
Para resolver esta ecuacién por metodos co -
rrientes hacemos§
y=uyv
d’:_-‘u ?':: + 1?9_?.
y reemplazando $ ‘l ¥
v . ot e yl=z
Yt l:d.x |



L I T T T e e e

du

Hacemos$ ?i-i'-ﬂif=0
g&-ad:
u »

de donde: &%
u=e

For lo tanto la ecuacion queda:

Y =2z v =6 3X z dx

v=fa"u z dx+ C

Entonces la solucion de le ecuacién es:
ygeaxfe‘uzdxq-{l‘ea'x

Por lo tanto tenemos la siguicute relacions
(h-a)-lz=eufa'axzdx 8

El sumando de la solucion C €®* ge obtiene en
cada caso observando que en el primer miembro se Puede poner

Bl2

¥ luegof¢ '

2=z 40

Demés ests decir que la formula deducida mas -
arriba no debe usarse sino en casos extremoa en que no se ue-
de hacer de otro modo ya que lo que se persigue com el ugo
del operador (D - a) es evitarse el proceso de integracion
corriente.

; : Veremos algunos eJjemplos del uso del operador
D-a)s



1) Sea la -actéacﬁm

y' - 3y =5

o b.:!.ens (-3 y=5 eoX
: 7 =0-37 (5674 0) o
segin los valores del segundo cuadro 3 .g
v =g—§-2—;‘ +C 3% :
luegos Te- 56,0 g3 e i :
2) Seas R e - efl=t) :
e 5 - %03 e Al PRT o

ds dondn's go D - 3L o1 )x

a(l—i)x x s"jx y _

e :
A 7 A P T .

pera s T T L - e .
E . § 18
y entoncess 4
5w {com x - 1 e~n x)(1+ 4i) i

2 w el )i wa 1)

g =ox _(coSX + 4 sen x] 41 Imémx_!-'_.

o L5 SHY i -
IDshamd agregarle a la solucidn el término G evir.

- “ B«
L3




Luego:

— (cos x+ & un_:._zl;ifla cos X - aag_x)‘c $31x

@ . (2
(1) se Llama solucion régimen y (2) transiente.

Le separaciom en parte real e imagiparia se pue-
de censeguir comc sigues

Hacemos el denominadors

§ - b5l 17 (oos 5 2 sen )
_,/E o-id

en ques ‘35’:‘_ wti.

Segiin esto$
. | ='£‘1): -l ox ooi(x+8)
N 5 el® Y17

- [-cos(_x 5)~-1 son(x +b)]
-+ -
¥ 1T
¥ la solucién real seria:

eX

7" cos(x+5)
e

J=

3) Sea la ecuacion;

y'+ 3y =5cos 2x



- 14 - £

13 En vez de cos 2x pondremos en el segundo miem-
bro e2iX, Al hncar esto introducimas la funcion seno ya ques

2
ou-CQ's'EI+1aan21

pero en el resultado 86lo consideraremos la perte real de és-
to, lo que hara deaapamcer el error,

Entoncess
(D+3)y = 5 e21x

y =0+ (562, )

2ix
C -3x
yﬂg—i*3+Ce i g

o 5(cos 2x +1 sen 2x) .(3 - 2;)_ T
: 13
Luego la solucion de la ecuacidn ess

‘ : yn% (3 cos 2x+2 sen 2x) + C e__sx

4) Bea la ecuscidng
y' -3y =sen 2x
Procediendo de igual forma que en el ejemplo an

terior, pero comnsiderando salo la perte Inaginaria, pera ol
resultado se tienes '

; (D - 3)y= sen2x

: P R Ty B

= -
i

L LA (Al i e o Nl & L ] - 4 g oA
ARE R el S e b il A B T L e A T T T T, 4 sl e b A




e2ix
: B2

+C e3x

y = (cos 2x +1 sen 2x) (3 + 21) F it
- 35

La selucion regimen de la ecuacion Quedas

2 cos 2x +3 sen 2x
13

y--

Luego por este método hemos eprendido & resol
ver ecuaciones lineales de coeficientes constantes y de pu'i
mer orden, slempre que le funcion del segundo miembro Tigure
en nuestra tabla.

Ahora pasaremos & estudlar un método pare re =
golver ecuaciones de este mismo tipo pero de segundo orden.

Operador P . (a+b)D + e b,

Sea el productos
(D-2) {(D-0)y
. efectusndo las operaciones tenemos$
(P-2a)(D-b)g=(D-8a)(Dy-Dy)
(D-a)'(n_-*o)y-nay-nby-un;uaby
| =TIy -(a+b)D yea by
(D - a)(D - b)y-Ei‘? - (a+b)D + a bJ y



I(_I’-E)(D'-bj e (s+1)2+ab
de iguel modo: |

(D= B)(D - &) . P ~(a+Dd) D+a b

de modo ques

(D-2) (D-1) =(D=-1) (D-2)
aioﬁm'e que & y b sean constantes. |
Efectuemos a}ic:ra -6l productos

(A ] 0-a@ -t -1 - @-ae-s

sl dividimos por (a = b) noe quedas

(D - &)(D - 1) --——b (D~ a]"l - (D - h)-1] =1 (1):
\--—-———-..,.-__J» =t 1

(2) w B

Si splicamos rrimero el operadcr ('1) a upa fun_
¢idn, y luego el cperador (2), se vuelve & la misme funcidne
Luego (1) y (2) sca inversos, O sea:

b9 fo -0 0-0]>

Supdngese ehore que tenemos la ecuacion?

(D2+AD+B)y = (D-28)(D-Db) y=2

; 2
slendo? b A A
_ P e r-l‘r




g \
A A
_],-..5_ ! il

y=(0F+ A DaB) "t 2 -[-(D -a)p-w] s

: "E"{_E [(D - a)-l - (D - b)'l:' (z + 0)

NPt ¢ [(D-a)'l r--(D-b)'lz_I'«Cl wEr
a+bd : +02 ebx

Cuando se tiene un velor particular de z, por ejemplo

t'e o™

o = x
g (D aiad, B = DY ¢y o o o™
bx

- wX
'(D-E)l e *Cl ou+02 e
W=t

ox
- +C3 e%%4Co e

Y "la-a)(u=1)

EHI

, bx
- +*C X LBz o
32+Au+n 1 " ,

” LY
L

LY
N

reg imen transiente
Luego le solucion regimen de la ecuscions

g =(P+ A+B) ¥

se obtiene reemplezando en la ecuacion D por .

/



e

81 sdlo ruecesitemog la sclucion régimen =¢ fa-
ue resolver la ecuacion de segundo grado ya quo

nemos para

L4

q
@ y b solo los necesitamos para la transiente.

L3 81 la ecuacidn es de tercer orden se tendra wa
ecuacion de tercer grado. Si solo nog interesa la solucion
‘regimen no habre que calculer las raices (1o que a veces re -
sulta complicado) 81 no que bastard memplezar ® por @ en la
ecuacion, rropledad que Puede demostrarse en la misma forma
Que ee hizo'para la ecuscion de segundo orden.

Veemos ahora algunos e jemplost

(1) Sea la ecuacion:
" -55'+63y =Te
(JIJ2 «~-5D+6) y=Te
p 2

5

]

1 j
F"‘l5e§1 soluc, régimen
Pare la trensientej
D2-5D+6=0
a 2 _21‘:: +}.
-2 /5-% 20
Luegof il Bin @

Entonces la solucion completa de la ecuacion es$



R 1 e = Al o s ——‘-—-—-—‘-_‘-\..m?:'!\‘("-

- 146 -

= ox

~ 56
g =15 e + cl 03:1»(:2 (-]
2) Besolvemos la ecuacidn?

7' =33 27 =X

; (ﬁe - 3D +2) yeolx 2
La resolveremos empleendo la formula (1)
(D-2)(D-1) y =elx

y=[(D -2) (D - lﬂ' A _(oh+ 0)
y=ile-27-@- 0] (e 0)

Como sabemoe que se reemplaza D por 1, tenmemos;

© ix f
s - e + Cl 0214‘ 02 ex
- i-1

ix

y =—— .c, o™X .00 of

-1 - 31+2

o - (cos x+1 sen x) (1 +31)

I-3 1+9

- (cos x - 3 sen x) +1(sen X+ 3 cos x)
10

Luego la solucion de la ecuacion es$

= (coe x -~ 3 sen ;)m+ i(sen x+3 cos x), ¢y 921,”12 ox



: m..a-ﬂm-au. SO RS iAo 1 i o < -;.

b, o ' '.'.y{?,.. i : , R
%) 0 1a scuscténs . | Sy
- ' 3y"+18 3'+100 y=56"2%X coa x +7
En vez de pomer cos X colecaremos e yen el
resultado polo jocuraremos la parte eal de el, Busquemos pri_
mero la aoluuion regimen. Ia ecuacion la podemos pomr comoi

(ﬁhDQ +18D+m0) ¥ =5 a('a"' i)I 79,

y 5 e ( 2.* 1}x x. "{
o '“ *
3(~ 2 +1)% +18(- 2+ 1)+ 100 100
e(- 2e 1)x - ;

"(13+6 1) * 1o

Ahora tensmos} : 4 y
8¢ 61f/1F+ 2 o'° = 13,25 o° i

engue & =arc tg —'.%‘ = 0,082

Pz lo tantol
' & 82
y = :535-;5}(-2 + 1)x-0,0821+ 71-= 0,068 &~ 61(x-0,082) 7=

La solucicn reel es$
y“0,0GS 0-21 caﬂ(x L 0,0&] * 0,0-D

Dusquemos eMore la sclucion transiente. Pare eso
resolvenos i 2 '
3a+18a + J.DO =0
&-ﬁi‘g-m_-ﬁil-?&ﬁ

>

- 5-\1'391

o b
To TP T



Luego la 'transiente o8}
‘Cln g 3+h, 91)x +02 e (=3~ 4,9 1_)1

-~

81 queremos Que apareZce una ‘transiente real, elegiremos 0Oy ¥
Co complajos8 conjugadoss

61 = g— 915 Ca“ge-ib
asi resultas

%;51 [9(1‘”3"‘)}? * e-(h,9:: °)1~|- A e-& cos I(h,9 x +d)

o

o sea la solucion transiente queda real,

RBesolveremos algunos problemas de Mecanica Ra-
cional usendo operadores en le irtegracion de las ecuaciones
diferencizales & que ellos den origen.

1) See une perticule de masa m que es atrafds
por 0 con una fuerza F, rrororcional & le dlstancis. Fneontmy
le ecuscion del movimiento si la lnrticu.la se mueve solre una
recta:fija Onm,

Aplicando le ecuacion de Newton tenemos s

To
=
’\
|
%E!

o bieny: (m 3%+ ¥¥)u =0



st _ , X° 2

la ecuacicn nos queda s
‘(D+ pt) (D - p1) u=0
. Debe hacerse noter gque le solucion regimen es
cero ya que & ella da origen la funcion del segundc miem~-
bro que 2qui no existe., Sdlo existira solucion trensiente ya
que’' ella se obtiene agregendo O & la funcion del segundo miem
bro. :
i 5
‘u=(D - p1) (D+pi) " ©

Aplicendo la formula viste anteriormentes

u -11—1’1][_(1) -- pi)'l 0 - (D« pi)']‘ 0 ]

1 e
¥ reemplazando p por su valor queda:

. e -k
) s ¥
u-.Cl e‘}/ﬁ +Co e pm it
vimoa en el ejemplo anterior gue la solucidn transiente era

real y valia:
u =C cos }E—-‘t + )
m .

A L.



- 150~

Pare determinar el movimiento tenemos que cel
cular C y & que son constanes, Para esto nos damos las con_
diciones iniciales del movimiento.' Bupoma'aa que peras

t=0 us= du
b dt 'o
Entonces queda: ! ,
C sen 8 u—?ﬂ P = k
P ?m

C cos &= u,
elevando al cuadrado y sumando?

02 = y®

= +
uO

. .
C-i}ug + TFO

dividiendo miembro @ miembro ceda ecuacion se tienes

oo

a '?
e

o seas 8 =-arc tg *io.
: P u,

Luego le ecuscion Pinal del movimiemto serdias

A m"Oooekt_amtsa-mVo
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SEEL

En el ceso general 8l tenemos la ecuacion diferencisl s

(D2+ u) u=0

su solucidn ess u=Rcos (wt - &)
wl
o bilens u=C e +C2 o Wt

- slendo R la emplitud de la oscilacidn, w la frecuemcia y
el desface.

2) Conslderemos el mismo problema que en el caso anterior
agregandose uma fuerze F1  amortiguadora del movimien'bo.

Ui i
B SRy

9 u )m’.‘
i ¥

N/

la ecumvidn diferenciasl del movimiénto es ahoras
;

g i § M:-keu-Qpe %%
ate

(1) (2)

(1) Se Llama fuerza elastica y (2) amortiguante. La ecus -
cion queda s

YRR
¥
(T 8 B ph== ] umo

2
a == P_‘:_
m

smrd:.—
!
B |PT\)

Discutiremos los valores de a segﬁn los valo~
res de le discriminante? ‘

1) s1 i;;l‘f P2>kﬁ

m



al. y 9'2 son rialea ¥y nezativon.o aeq.l

_ 8 <0 ep € O
La Bolucidnde 1a ecuacion la obtenemos$
(D -8)(D-22) u=0

u.acl ™1t +Co aaat
Se ve que u w30  tuando t =
4 A
2) 81 oo £ Fexfe
w g

31 = 8 ) = agl 0
La ecuacicn quedaf :
' (D-8)*% u=o0
u=(D =~ a)"?o Y
-(-a)t [(o- s o_l

u=(D ‘ &)"1 [0 il o]

u=Cy; ¢t 62,0y . et

Se ve que u ~+0 cuendo t—*
U 2

2) 81 ekl fex Vu
4 :

al y 8; son comple Jos conjugados.

aenBsgia-ttay
m



Este caso es parecido al que se tratd enm el blm-
plo l) La solucion de la ecuacion ess ]

u= e 5t €y e uj,t.. +Cp e"ﬂt)
"o biens u=C ¢~ 8% cos( wt - §)

Pare determinar les constentes en las ecuacilo
nes del movimiento para los tres casoa hay que darse les con-
diciones lniciailes del Protlema.

4) Supdngase al nismo protlema del' caso anterior pero em el
cual ademas de la fuerza a_astica y la amortiguadorz exis-
ta upa fuerza externa, casi pe"'iodica p
-.ot
T =7 e cos 2%

Qa“af“}rﬁr;;

ua ecuscion dsl movimiento serfas:

> -%t

——Ew 28N .<§£E + e cos 2 t

. 7 5 T :
suponiordo Quel~ pg velorez de las constantes seen los de la
acua.c.iof' :

Para reaolvarla temmoss 1t . =

(n+63+25)u-"{a cot 2 t

Y

il ; 2 B
ST e e A " N o = T YT " W L AR L



Qn voz de cos 2 t ponemos e?-‘.it. Siendo u =parte real de U, ®

tiene :
(0%+ 6 D425) U=7 -(%* o

s

Busquemos le solucién régimens

( ?21)*:.

Ue=?
+21)2 6(- 1421) + 25

(-3
t
A ,“2 g2it
(1o 1+ 18,25)
\
10, 1+18,25=20,8 e
iy
zZ
u=0,337 6~ cos (2t +0,ky5)

0,k95 1t

Para la trensientes
e+ 68 +25=0
a-—j*}/9—-?5--3:t I/—-_l_ﬁ—
a =3-41
o sea, la transients onvi-: : i
: c o3t coa (4 t - 8)
Luago la solucidn complota de la ecuacion 83

t ;
5 - 5 :
w==-0,337 e cos(2 t+0,455) +C o 3t coa(lh t - 8)

- Y - r ¥
AN o gl Bl T L [ s i e 2 e i O S e L TR P e S el i | (U S A



Veremos & contimuacidn algunss aplicaciones &
le electricidad. -

: 1) Sea el caso de la descarga de un condensador ,
- Supongamos un condsnsador cuya capecided ges C y que tiene em
un instante unz carga Qu» S1 se unen los extremos ss combi-
nan las electricidades de las emadurss passando corrients du-
rante un tiempo muy pequefio por el circuito que une los ex -
tremos ' de le armedura,

Suporgamos que este clrculto esté formsdo por
upa resistencla puremente ohmice, un enrollado de autoinduc=<
clon L y una fuerza electromotriz slterna E.

La carge Q vs.:_-iara' del valor hasta O, Se
trata de encontrar la funcion que relaciona la carga con el
tiempo. -

Escribiendo la ley general de Ohmt
I R=AV+e'+E

Siendo AV dif. de potencial entre las armaduras del conden_
sador; e' la fuerza electromotriz de induccion producide por
la variacion de flujo al varisr le cerge y R la resistencis.

0 sea;

olts - 4¢
- a5 .

pero @ =L I
dT
- - ':- oz~
luego: R

d
u 1 St §8
hac iendo it D
e'=-LDI

o Gl L e etk -\ Lok . - ) __.J.hf"_.ﬂ



de dondes

Lusgo la ecuacion qQuedsas
RI+LD I*c‘% =

o bien: 1
(R+LD+g§F) 1=E

esta es la equatitn diferencial de un circuito simgple.
Veremos algunos casos particulsres,

i i 81 no hay fuerze electromotriz externa E=0 ¥y
la ecuscion quedas

(R¢LD+ 72 I =0

1) Supongemos que la’ induccion sea muy pequeiis o sen que To-
demos poner L = 0. La ecuacion quedas -

(R +¢.—1]53 I=0

- - - P



TS - i
."‘ ; ) o bt Gn D ¥ 1 ‘. ““‘
L "~ - o | I_=0 : .
e e ¢ (CRD+1) I=0
' 1 - .
= o (D+s7 ) 1=0 %
i.r ; —— & l -1 Y r":\:_‘
uego s I (mﬁ) 0 -
de dondes & c-L 3
I=Ke 3
pero; R S =
Sl at

%
Q=K C R 2~ C R, g

al transcurrir el tiempo l& carga tiende a hacerse cerc, 0
geas o

pera t= Q
b t=0 Q

luego . KCR=Q y K= S

- S _‘.II
.I""&I‘_aﬂ ._...I‘:

2) alpongamcs ahora que la msiatancis es casl nula o sea Qﬁ
Ppodsmos ponar R=0.

I_a ocmion gueda §

(L D+ g25) 1=0




se tlenes . (0% + 0 2) I=0 e :

cuye solucivn vimos que eras

Tegy Mt By 0™t
o bilen: I-=I cos( wt +5') i
pero pare t=0 T/ =T
. o sens cos d=1 y b =o

"Luego la ecuscion finel es:
t

I-Io_ cos rI,=‘

3) Resolveremos eghora el caso genersl, pero siempre con R pe-
quefio, o sea$
rxe &
L : =

1
(R+LD+gp) I=0
(RCD+LCD2+1) I=0Q '
o seas ;o (LC DPe R CD+1) I=0 :

Celculemos 8] y ag; soluclomes des

-

-

AR LN Bl 1 " y } Laf ¢ e | il
%‘-.E_n':"'-_JJ: WRPETTATTITSL Sr S S AT St [T R) SCTr R | | A T v [T T 1T e B P T Y Ty



2 7 C._a2+ RC n+ 130

o .-?_1%;1'1715..__ SR g v T

VIR 2y V‘f‘a.i’ 4L
© luego, heciendo _
e ==X ..B‘?_Q)
FLc 4L

la solucidn mos quedas H
: S5
: I=Ae = cos( wt+ &)

4) Resolvamos la ecuacion con segundo miemtro. Sea estas
(R+ L Dis ) I=E
en le cualj R=1000 0OgQLE®
c=1206 7 E= 220 sen 314 t

Rosultas - '_(mo+x.D9;E) I=2p 3h 1t

¥y reemplazando D por 3lhs

. 220 oMM, ¢
L I0+ AN 1L - 5.0 1

8e nota que la corriente es méxima cuendo el denominador es
1imo, es decir

-}:.1,.@--
L 3Tk 0,10




Veamos primero laos valores de L distantes dt

100 + (314 L - 3.180) 1% (nh:. 34&) 3

( podemos dea;rociar 100 y= que es paqueﬁo comparado con
el otro sumando). La ecuacion ess

| S e(3Lh t - F)1
34 L - 3,180

y tomando debidemente la perte imaginsria;

_ 9,7 cos 4 ¢
- £ g

La emplitud es 0,14, En este caso R resulta des

Preciable.
Ahora supongamos
10,0<L<1,2
Tenemes 100 + (34 L - 3,18)1i~z100

ya gue (314 L - 3.180) es despreciatle en comperacion con
10C,

Luego, le solucidn ess
I=2,2 gen 314 t

En este casc, se yeoduce resonencia, Obsérvese le gran am_
plitud de este caso,

2) Beaz el casg de una corrion’ca alterna. Queremos determinar
la exprasion de la intensidad,



PRt "‘_ B 's;m que e la corriente alterns se 'unufa-
Qm : A0 ‘ Ep -..Ed un ot i _
:l.o@n pademua colooar Como§ ! ,:-"’ '

) lﬂ Bﬂ 8 “.:'
. ' o
Besultas o g N |
R+ Loy
Tenemos § :
3*-14.1'“320-_1‘2 w2 13

en que 5 135-1_:;_ ‘
¥ reemplazando en ol resultado se obtienss _i
E, -

. I-

[ e PHITRY

que es la expresion buscada pare la intensidad (mpliwd ds 1 W
‘fase) de la corriente alterna, e

i



FESOLICION DE BCUAC TONES
DIFEFENC JALES FOR MEDID TE SOLLC IDIES
PARTIC ULARES

N . o —

IFRALTTATES §

No pretendemos en este capitulo, slordar el -
estudioc completo de lms ecuaciones diferencdeales, ror ser
dicho estudio, objeto fundamental del Analisis Infinitesimel
¥ no de muestro reamo, 2

OIN twetiy, walCLOs en este capftulo, elgunas
indicaciones, gue permiten la resolucicn de algunos tipos
fundamenteles ds ecuaciones diferencisles, especialmente las
ecuaciones linealeos de coeficientes variables,

Dedicaremos estas lineas a las ecuaciones 8]
rencieles de' segundo ordem, en especial, por ser este ti?o,el
Que con mas frecuencia aparece en les prohlemsn de 1a Majca
¥ especialmente en el car. 2. 1. mecenica Racionel,

Juaciones diferencieles de Eegundo Ordens
: : Canai'dunmon la ecwacion limeal de coeficientes

- Verleiles . . i

b ) I '

:TII . il ) . ul
Mﬂ‘r"ht& T AT T T T Sl g b ]



PR

= 368

TE 1) o 30 3 -Rix) @.

Intentaremos resolver esta ecuaddn, por medip
de sus soluciones particulares, y mostraremos que su solucion
general se obtlene des Dos soluciones particulares indepen-
dientes de la ecuscion sin segunde miembro, y una solucion
perticular de la ecuscion con segundo m:l.amhro.

. Bupongamos que por cualquier procedimiento lo-
gremos encontrar dos soluciomes particulares de la ecuacions

5 .
ax - A(I) E[ . B(f)y =0 (2)
axe . - dx
¥y seen elless
T1. = fifx) e ¥2 = f2(x)

51 reemplezawcs y = £, F; en la ecuscidn(?),
obtenemos; _

e
dyl =
c,| SE=+A(x) &1 + B(x) ]ao
1 ol ( o ( 1
Jor ser ‘j‘l una solucion de le ocuacic'm, podemos afirmar ques
. y=C1v1 e 7 =C 7

satisfecen la ecuacion (2) es decir son soluciones de ella,
Formemos ahora la eumas

3'-.{.'.1 ¥1 + Cp T



B i
o mnyhems en la ecuacidn (2) Obtenemoss

[-n+ A(x) ——l-!-B(x) yJJ-r Co %4-1\(:)@4 B(xﬁa} =0

¥ como cada corchete se snula aepamdamente, deduc imos ques

- y=C 3; + e Yo
es también solucion de lm ecuscidn (2) « B que se verifigue
esta propleded, se llama___"Pr_incipio ds superposicion®,

Escribimos shora la funciong

4 cl 7t 0232*_ (3)

siendo ¥ una solucicn particuler de la ecuacion (1) (com
_segundo miembro). Esta funcion debe satisfacer la ecuacion
Propussia, ya que sus dos primeros términos son solucicnes
de la euu.acion 8in segundo miembro, y el tercerc, satisface
la ecuacion total.

- For contener dos constantes arbitrarias, (3)
co_latimye la sclucica general de nuestra ecuacion diferen-
cial, < wenos que se verifique que:

J2 .t
51 = C

es decir que ambas scluciores particulares sean linealmenta
dependieutes.

En este caso; doleremos buscar una nueva 80
lucion particuwlar de la ecuacion (2), aue endontraremos con
gyuda ds las formilas que lusgo deducirsmos,



A pesar de lo dicho, se pueds mcstrar que tes

ta el conocimiento de una de las dos.
ras

WmMﬁm poder resclver
completnmuto 11;-. ocuacion total. >

—

Anrmamoa esto, ye que Pueden calcularses
J2 egyen funcicn de §7 ¥ de los cgeficlentes de la
ecuacion, como lc veremoe & continuacicn.

Sea la ecusciony

% + A (x) % L 3(x) ¥ R(x) (1)

Hagemos el cemblof e
/"FF__

|7 =5
/

o seas I'-?i vey v

‘n_ T t o1, = "

e b R ?lv >y ¥

Sustituyendo en (1)}

‘ﬁ 1.32 35" % ntx)ylv +v 7 +A(x)[ y1+3(:) JJ = R(x)

Como ;9'1 e8 solucion de la ecuacion sin segundo miemlro,se
verificas

31+ A (x) §{ + B(x) y1-= 0

o Bes, nos quedatg

?l 7'4. 2?]‘- "' +A(x‘) ?l 7':!3(1)

y dividiendo por y; y poniendo av' . v"s



-.—r

I

—3 [-q;ﬂ-n(:?] v = _L_).

Mwm:lonmulimaly daprilur rden |
m, como todes las de este tipo, hnc.m:do: ™ b

'-'V'- usz

¥ deteminando una de estas :m~iones comenientomm‘h;

(x)
ﬁ:dxfyll?(x) j(x)dx i

02 e A(:)d.‘z

_—_P-—
1

- Para obtener v, integremos y en seguida teniendo en cuenta

que ¢
8 X, = il v
obtenemos$

~Ahore, sl compa:amoa esta expre~.on de la
lucidn gamnl da la ecuacion diferom".; con la .cuaci.on-

¥9C, T+ Cp T+ 7



decimos Ques

= ' = A(x)dx
yztylfa‘—é-l—dx

-—&';]_'f efﬁ(x)d! fyl Bx) [A(x)dx M
(5)

Hemos deducido estas férmulas solo como un medio
de camprobecion de los resultados Qque podemos obtener por
medio de otros procedimientos, ya que ellasg son largas de’
aplicar y facilmente olvidables 2 ceusa de su complejidad,

Como los metodos que pueden utilizarse para o
tener, directamente, las solucioness y1 y2 ¢ y som general =
mente accidentales, uno desarrollaremos unz teorfa al respec_
to, simo que mostraremos, por intermedic de algunos ejem ~
plos los principales procedimientos utiles en egte clage de

problemes.

Aplicaciones ¢ a) Resolver la ecuacion:
© Lot L - xJ
b - b 4 22 ¥

Debemos primeramente resolverla sin segundo
miembro, es decir encontrar la golucion gemeral de la ecua=~

cion. .
}""‘LI o- '—%‘-y-o (1)

Ensayemos urne sclucion de la forma ; y = ::m.
Sustituyendo este valor de y en la ecuacions



g ke -‘“36- e
o oufm e 1)@, g m2 k>
o8 decirs @ - )82 -0 bl
que. exiges me=t1 o |

Esto nos muestra que la om'c:lo'n, scepta solu- I:

ciones de esta forma supueste y que ellss sons

bl L

,.2-

Nos falts shora encontrar una solucién mrticu
ler de la ecuacion primitives _

Wil A
P e e (2
Supongemos que sed ella tambien de la formas -
y=A ® (El lector Justificars la aparicion de la cons-
tante A) s Reemplazando

A m(m - l):m'g m A xm'e. L x2
: b -
o Beas (m2 - 1) A x = x>

y Ahore, como esta ecmacion debe satisfecerse
identicamente, debemos igualer las potencias de xs

Luego s ne2=3
Km-s

La s*7_ua condicion es ques
| (m2 - I) A= 1.




et atilaths L ianlar '~

es decir} ‘ ‘r‘—ﬁ-l'_‘ﬁ_

De modo que$ ?"5

¥ la solucion general de la ecuacion resulta;

a0y X 4 Ce x2
£ BN CEE
El método que mAs comunmente se usa, para el
céleulo de la integral y, es el que en el Curso de Anali -
sis, 8e conoce con el mombré des "ariacion de Constantes
o Paremetros". Lo aplicaremos  pera calculsr la solucion
¥, en nuestra ecuacion.

Obtuvimos womo solucion general de (1)

=C x+c_§
y 1 =

51 dnaeamos ahorg que esta miama expresion sea
solucion de (2), bastars hacer variar una de las dos cons-
tantes arbitraries, y determinerla de modo que se satisfa-
g2 la condiclon que quersmos imponer. En vez de ello, y por
motivos de simetr{a haremos que &mbep@ constantee pasen a
ser funciones ds X y como hemos 1ntroduc1do un2 segunda
func ion daunonocida, nos daremos una acuncion arbltraria
que relacione ambes funcioness Calculemos y':

y'=20Cy -':£+°£1+E?_‘
~ x

e imporgemos como condicion que se verifiques
ct :
' 2
cl x + _x.. =0



Am, queremos que y, ¥’
1a ecuacicn (2), mtitu:fmoa estos valores en
pues de mdacir, encontramos $

e y" verif]
elly, y des

c,
_-cl 2, 3
i = X
' Esta ecuacion, unida a la uonmion que mmni-
mos anteriormente, dan el sistemas :
i c\ b,
Cix_ -f--'xh :

1
le+ ?-0

4

que resuelto con respecto & c}_ yC, ass

' 3

c n 2

g 1 2

! 5

Com = X2

J R, 5

_ Integrando eutag dos ultimes ecusciones, se tienes

ol
“1';‘;'-“*"“1




ge obtiens después de reducirs

Yy 01 b 4 1'.—;— + Er

mauitado que sirve de veriﬁpacién. :

En el caso general de una ecuscion de orden
couviene imponer cctio condiciones arbitrarias, que tanto
funcion y, como sus (n-1) primerss derivadas sean comunes
a las ecuaciones, con y 8in segundo miembro. -

Apliquemos, por ultimo les formulas (4) y (5)
partiendo de l=s aolucion ¥y1 =X Yy tenlendo en cusnta. qua :
se tlemes

A(x) -.;;. v (R(x) =x3

For eplicecion directa, se obtiens;

-Lg x dx % ol &

r-’x zf dx=x
2 <2 T E.z

- 3'11081 51‘ x 7 fl .
xxj_;ﬁ._fx.r.e‘* dx dax ?_;_,/xﬁdxd:
de donde se obtiene}

y-xf—ﬁ%dx-%fﬂ dx = g{l

N ¢
i
e

3 i il ¥ : e _ &1 - L 0
TR AT P TN T NN M T g N L‘Mi'JAmLMm'M



Co 5 &
=C + = x .
LR W )

‘que comprueba la fidelided dc ias féiuules deducidas, X
b) Resolver la ecuacion: |

g2 xyt-6 y-%
Escribemos primersmentes

" g 1 f‘._. al!
“ ,+:y" s <!

Por ser el primer miemtro de la ecuscion del mismo tipo de
homegeneidad del problema snterior, resolvémosla primm
t6 ein ssgundo miembro, suponiendo y =xT;

Nos quede ; ' .
) |;|1-2 n-2 <2
nfm - )X +2mx -6 a0
_ _ 2
o sea? : o (ma* m-6) =0
que exiges ném - 6 =0 : 45

Esta ecuacion tiens como reicess ml-e y. o~ -2y cRiai
que la solucidn general de la ecuecion sin segundo miembro '2'
ess _ e, ;

y=C1 2=y Cp . 4

os deotrs - ¥y =¥ e Jp= %2 =
Fn cuento a la tercera solucidn 7, es ldgieo



- adnitir, quo no resulta ws!.blo ediviper la forme h d.k,-; ;
& ceusa de la forma complicada del mundo miembro. P '

Sin otro mrao eplicemos la formula (5) que
mmnu -olncianenmmhn ¥ | 3

i B
- x’?f =i gy
i o xzf -1,;;/:21“!91;:‘3 ax &

¥ -12.[;%—/1:1: dx dx
fln.x dx=x(ln x - 1)

S s 7 =x2 f;_(;g_;s-_l)_ dx
X

¥y separandog

Ahqra bien’

y = #fln X dx - 12 dx
, 15
En seguida, de le ecuacions

il -1
d = — dx
(;r) x5
sacamos § ad 1 1
—— - d
- 4 (xT)

o b e i B
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5 !

- . y ] Ii ( x * !‘ - \xh
e integrendo por pertes, el primer término:
x° x<
= X 3
ﬁy h—:g nx + T g *‘—_-T )

Yy efectuando la integral y reduciendo se llega a3

A

a=_§__ free l X .
T o e

Con eésto, la colueidn general, ¢s:

S, R
%o oo hiﬁ'hx-‘

Hemos-#,,uaiado, por medio de las aplicacionsm
an.*ariorsa. " método para averiguer si une ecuaciin &i®.cen- .
@17l dade, ecopta solucidues particulares del tipe poten -
cia. Verema por intermedio del e jemplo sigulente, cowo po-
demos llevar & ceho la buaqueda de seluciones exponencialess

¢) Resolver la ecuacion:

u ey e %
Fo - (1) ¥ - 21 - =0

Démosle fome entersa:
xy" - (x+1l)y' - 2(x - L)y=0
Para averiguar si esta ecuacion acepta sblnpio

nes exponenciales, resmplacemos y por eIX  por ejemplo, y_ob
servewos g1 pers 2lgun valor de m, la ecuacion se patisfa-

ce idéntitementes



Hotl queds § : _ _ :
| j x e ¢F - {x+1)m = - 2(x - 1) =0 (1)

Di?idiondo por oBX$
{ X me -(x+1)m-2(x—1)-0

i
Resolviendo la ecuscion con respecto & ms

: x+1 fgx2-6::+1

2.x
ﬁ:t*'i 3"5::-1
, 88 declr: \ !n B
que 44 como soluciomess. -
ml_-_-2
m2é X -I 5

* Como se ve, la primem solucion ha resultadg
indspendiente de X, de modo Que m=2, verifins 1s -r".......wu
gl) lo Que mugire cus e +o ®hlucion de 12 ecuscidn.

- e

(Be eompremie que la solucion mp mno es eceptable),

Notando que: 1
dx)=~- (1 + ;)__

calculamos immediatamente?
(l+l)dx d

yg-a‘:‘f—'—n— dx-aExf Xy ax

e v |
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¥y cglculando esta integrel, se encuentrs finslmente:
o= -5 (3x+1) 6%

¥ 8l englobemos la centidad - % en la counumte Cp, obtens
mos§

= ‘i 021-!- Ce(l +3 x) e-x

como solucidn gelnaml del problema, .

Hacemosnotar que le= propleded de lss exponen-
clales, de reproducirse en todas sus derivadaa, pam,ito en
casos como el presente, dividir tods la ecuacicn por le ex-
powsncial que intentamos enseyar. Podemos formular entounces
la sigulente regla p'mctica. En el caso perticuler en que
la sume algshraice de los coeficie:}taa de une ecuacion dife-
yencisl resulte mula, diche ecuacion admite camo solucion
particular la exponencial-e*.

Egta propiedad se demuestra ﬁc;lmente, notan-
do que al aust.ituir y por e¥ en una ecuacion diferencial,
sus derivades, y' y"... etc., permenscen idénticas & * de

mods gue al dividir.ls ecuacion per dicha canvidad, solo

queda la zuxc =lrahraica’ de sus coaﬁ.cieutaa, que ha de ann'
laraa 8l eX es solucion.

Resolveremos, por ﬁltimo, un problem= en que
everigusremos la posibilidad de soluciorss, formadas por
combinrcion de funciones expomercisles y algebraicass
d) Resolver la ecuscions

- < 2 o
yﬂ-}-x-yl i ;%_m.rwo -
S1 probemos scluciones de la forma y=xP nos -

. . o *
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resulta un grupo de términos multiplicedos por xP-2 y eclo
uno multiplicédo por m2 lo que dolo sera poeible si m=0.
Rupondremos m #0,

Eneeyemos entonces, soluciones de la formes
o il

' y veamos si es poaible la determinecion de los peremetros n
¥y ps

Calculsmos$
7' = (p x%14 1 xF) 0T

y"r-‘ 1-—p(p - 1)xP2: 2 pn xPLly 2 xP|enx

plﬂlando estos valores en la ecuacion,divi_
diendo por e y egrupendo termincs obtenemoss

[P(p -1)+ 4 p 2:[ P2 (2pneh n)x'p“l+ (n® - w?)xP=0

Fara que la solucion ensaymda see poaible de be
veriﬁcprae esta ecuaci.on, para tode 'n;m- 2 - st ucir,
ga9® tener coiuclores comunes el sistemn s

p-2+3 p*2=0
2n(p+2) =0
nE - m?..o
le Wltims exiges n=m p blen n=-m

Lo segundes p=-2 ya que m¥Q y si observemos que la pri-
meras ecuecion se vefifice pere este valor de p, podemos g



J!

de mdu que la solucion gcmnl ;'uulus
y=Cy :fe ,mg, 32 3‘2




FESILCION IE .
ICUACIONES DIFFREICIALES FOR MIDD E 3
IESAKROLIOS EN SERIE

| GEIEALITAIES ' e ‘ g

A lo large del Calculo Integral, se presentan
en variadaa oceslones, prohlemes, que a primera viste, no .%
tiencn solucion. Decimos & mernudo esto, cusndo nos encontre~
mog ante una ecuacidn diferencial, por ejemplo, cuya solu-
¢iop, no wede expresarse en termicos finitos, o blen cuan--
do pretendmos calcular upa integral, que no puede efoctusr-. ;
86 por medio de funciones elementales. s

D,
- - !

En casos como e5tos, es comun recurrir a ls=e 3
soluciones por series, es decir, imaginar que una serie con_
vergeutn, es mu:lon del prbl-loma, e m;m:!andnle 8 ‘dichae | " s
eerie tal condicion, caloular le le ley de formacion de sue "]
‘l.omima.

El prouleme puede llevaree aun nag le.)‘aa, ¥=
que &1 en el resuwlbads gbtenide, logremos reconocer el desa- 3
Trollo de alguna furcion elezentel o de elgnna c.aubfmcton"
ds ellas, nos e8 poelble, nnavaments, expresar nusstrou g
sultado en forme finita. o ’ .

ST A CT R I L SNT A Dl | N ada, ol B - e A W DS LN T, T
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¥u Matemdticea Aplicades, el prosedimiento de

los desarrallos en serle tleuns gran Importancia, ya que per_

mite operar con funciones8-potennias, que son mcilmnte cal- -

culables.eFor otre perte, se acostumbra limitar dichos de-

garrollos, conservendo solo la centidad de términos necesa-
rios pera la aproximacion que 8e exige.

Nos ocuperemos en este cap{tulo Bol;mgnto de
lae ecuzciones diferencizles lineales de segunds orden y trm
taremos primeremente el caso de lss ecuacicues sin segundo

jembro, dejendo pera mes edelante el ceso genaral ,

Ecuaciones diferenciales linsales de Segundo Ordeng
— T R R T S I s

A TR oS

: Intentemos resolver la ecuacicn linesl enm su
forme mes genersl,

y'+A(x) y'+B(x) y =0

de modo que su aolucion sea una serle convergente, des la
forma §

y=2a (x - x)° (1)

Besarrollemos los coeficientess A(x) y B(x)
en series de potenciese de (X - x,) do modo que se tenge:

A(I}npo-rpl(x-xo)"lﬁ (:—xo)e,.... +es (2)

l(!) "qo‘* 91 (x - xo) +qs (I - 10)24 “ev 4 e
Escribiendo, en seguids, la selucion en la formes
y=a+ 8 (x - xo)+ as(x - 19)2+ a3(x = x ) J e s .

¥ luego derivendo con respecto a x, suponlendo, por clerto,
que la o;erecion apa licit.al
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v'=a +2 ep(x =3 ) +3 aj(x r xojﬂ V7 FoAma
3'"2 824‘6 83(! - i°)+12 ah(x - I°)2+ ses + oa

Reemplazando estos valores en la ecuacion, ;y
teniendo en cuenta las ecusciones (£), se obtiens, despues
de ordenar;:

(a,8g + 81 Po* 2 82) + (813, + 8,47 + 8y +'2 251, + 6 85)
; (x"xo)-i- sws 4+ se= 0O

Como este ecuacion debe verificerse para cual-
quier valor de (x - x ), los coeficlentes de ceda una'de
sue potencias, han de” anularse separi dameate, e8 decirl

Bolg* a"lpc:."'g EQ'IO .
B N s e @D, v 0 anen | (3)

De estes ecueciones, secamoss

b o cho + ﬁlpo

3.2 2 -

< _ % (%1 - )+ e (34 2y - Bopy)

s 9 o © % % & 4 & & 8 8 P 8 & 88 "8
Otgervande que en cada uno do esatoe teminoa
aparecen-las dos constantes a, y 8y, Podremos frmediata-

mente ﬂodu(;ir, que el coeficiente de rango n, por ejemiln,
valdre ¢ ,
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% = a A + 'alnn
en que Ay y Bp, son funciones de los p y los Qe
Abora, hemos propuesto una solucion de 1a formas
s .
y = gan(x - z2)?
y reemplazando 8, en esta ecuacion encontremos$
0] m n
< - n -
y =e gﬁn(: x,) + 8y E’nn(z x)
Ests igusldad remresents la solucion generel de

la ecuacion diferenciel, ya que contieua dos constantes jar=
bitrarias ay y aj. Elle muestra ademeés, que cada solucion

particuler, de ls ecuacion, queda representada por una soris
independiente, es decir;

J1 wEAn(: - X,)0 '
y2 = ZBy(x - xo)B
0

Resolveremos, & continuecion, une aplicacion
pare ilustrar el procedimiento que zcabamos de traters

AFLICACION:
Resolver la ecuacion diferencislj

g A X ' =
. y. - - ¥y  +3y=0
obteniendo su solucion en serie de potencies de (x =1) 3

Primeramente ponemoss




& % " .I- =1 = (x 1) *(: - 1)2 - (x - )3 4-' .ll”tﬂ

ood-ro. I‘a

Sea ahora la solucion:
y=e +8 (x-l)-u-ag('x-l) +a5(x-l)3 viv- e AN

‘de modo

que s | 3"'31“'232(3‘1) +3 aj(x'l) + aen $o0

W~

y“. 2 &21— 6&3(1-1) +-12ah(x-1)2+ ane +'o; E

Miltiplicando y' por el desarrollo ds :1-: 7 su-

wando les tres ecusciones, ensontramost

(B + a1+2aa} + (8 - 8y +6a ¢2&2) (x 1)+

+(ae+123h+55.3 - 2524- al)(x - 1) +on.t0

Anulando ceda ura de las Jotencies de (x = 1),
pera que se ve rifique 1dénticemsnte esta scuacions

a 2 an = O
a°+ }‘i‘ 2

6 53 +2 32-0.
9 lﬁak.;} By +8y aeao

e ® B 5 5 8 8 8 8 8 & 0

e aai‘.o Bistemsn despe Jamos§

e T T e s e Ty SR T o et ol e pane
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.- - o -l -
: 55‘-.’;- %_ + %..5 e
i 3 - al
Q= Qg g"?+3'
_(l-‘l = +g/_0 4o Ci‘i :
7 2 eh e gL
. 5 '
% = 0

y reemplazendo estos coeficlentes en (1) y reduciendos

Y"ao E‘ T %{I o 1)2*%(1 V- 1)5 - ]fE(I -1) +...+.-J+
+ al[_(x -1) - é.(x - 1)2‘ g(x - 1)3 E(: - 1)1' + ...-}..-’

Como se puede apreciar, esta ecuacion, consti-
tuye 18 solucion generel de la ecuacion, ¥ los corchetes,re-
mresenten sus dos soluclones particulares yi e yg, siendo
8 ¥ &), dos constantes arbitraries,

: o
Sslucicnes de la formas y= fan xR,

Nos ocuparemos, en este parrafo de la solucion
dse las ecuacicnes diferenciales lineales de regundo orden,
por medio de este nuevo tipo de serie, que, como se ve,
constituye un caso particuler en relacion el procedimiento

. tratado anteriormente. A :

Sin ipcurrir en mayores demostraciones, adopta-
remos como condicidn necesarias, paras que unz ecuecion dife-
rencinl sea solucicmable por medlo de desarrollos en serile
de potencies de x, el que sue coeficlehtes sean tembien de-
sarrollatles en el mismo tipo de serie. Decimos esto, el re-
ferirnos a la busquede directa de soluciones por medio de
la serie;

w
- Ean xn (1)



- m? - . ._. ¢ -'I.I,,

-

! i . :
ya que mis edelante Veremos, que ain en oescs en los cuslse
lcs coeficientes de la ecuacion, no oumplen la condicicn da
ser desarrollables, pueds, en dsterminadas ocasiones, encon-
trarse la solucion en la forma buscade, con la asyuda de un
rrocedimiento mas general,

El modo #n que debemos proced®r, es el mismo
estudiado en el parrafo anterior y consiste en determiner
los coeficicntes de le suma (1), de manero que y satlsfa~
ga la ecuacion dliferencial,

Aplicacidns Resolver la ecuacions

ft

en que m €8 un perametro cualquiera.
See la solucion buscada;
) & %
y:gﬂn X

. Que supondremos So2 una serie convergents, y por lo tanto
Comoc Be Babe, derivehle termino 2 termino.

T b
tonces . ’ ?“ el
y = n B X
(s} n
. @ . o
e. FisPlieu)n  x

Bugtituysudo estos valores en la ecuacié'n, se tlene;
Qo n- s
%[n(n- Ve x ¥ * ae; xP-ua, xnlgo
_ o ‘ 3
¥ reduciendos , '
® -2
Tl - 1)&n P aui (men)ag an =0
(5]



<8 w

Pare Qque esta suma see nule, pera cuslquier
valor de x, deben anularse separademente, cada uno de los
coeficientes de lae potencizs de x.

El coeficiente de :“'2, por ejemplo, estara

formado por el término n(n - l)ap'y por el que se obterga
de -(m+n)a,, cambiando n por n-2.
Anulando este coeficiente, se tlens:

a(n - 1)a - (msn - E)an_2 =0

de donds sales _mm - 2 e
%n ala = 1) on:2 (n)l).

Dendo valores & m, & pgrt.ir de n =2, encontra_
° mos$ '

WSy m :
. 1.2 o= 27 %

- W¥l g lumeld
az r—.j al ---—3.' ey

m+2 o
i e i ml:,' %
1
35 s gﬁ% a#u—"—-{rﬁﬂel

L L B S & & 8 & 8 v " s s

,

Reemplazendo estos velores en la ecuacion:

y= &°+ al:l+a2 !2+ 33 134- swns 4 sss
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Ix-ao [1 .|.ij2+. E(-mr;—a)xh *'l‘l.c 4-‘-‘!.[%»

I.'Fai x +-9§!'];13 +‘M)5—$E1)15+..;'. +..:'

Esta ecuacion representa la solucidn que bus-
camos, y como 8e.Ve,contiene dos constantes erbitrariass fg
y &1, por ser solucion de uns ecuacion diferenciel de segup-
do ordqm ' '

| Aunque més adelento hablaremos de esto, pregun-
temonos pera que valorés de m, existe une solucion en forma
@s poliromio (Finito), es decir,ouvando se amulan todos los
ultimos coeficientes del desarrollo,

: Esto pcurre, evidentemente, cuando m es un en~-
tero negativo.

Veamos, como ejemplo, el desarrollc que se ob-
tiene pers m= -¥, y ellglendo 8,=03%

La solucion queda en este casos

Yﬂﬂl"[x+§-l:- xJ + tﬂ)‘—gﬁ) ;54'0 +0 ..o
: . Ae

oosar  \ yaax- 20, )

\ TR

Haremos una segunda splicacisn, en la cual tra-
teremos de interpretar le. serie que obtergamos, pare poder
‘expresarla por medio de las funciones clasicas.

"
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Agicaciogs Resolver la ecuacions
- mf }'-0

Suporgamos y de la formag e

@
Emm“s 3 yu Bgn an In"'l ¢ -
R . ,
n i n-2 .
7" gn(g J.)an x
y reemplazando en la aomiﬁn:

o . -
z n(n - 1) & xB-2 _ p2 &, ::uJ 0 ¢

Anulsndo, ehora, el coeficiente de x“'z, como

de costumbre ;
'ﬂ(n - 1)3n - m2-8n“2 =O\

de donde secamos? :
w? :
E.n’ a
n-2
n(n -1)
¥ dendo valores & n, a partir de n=2;

38 Sl 2 o /

o i
1.230- 'ao

gV
a"é_?a?‘l"'%'“l



" Sustituyendo los coeficientes en 1la ecuacions I

. Fee, ey X+ep x_2+33 AR

se encuentra:?

;—-a [l-l-";f' —ILTI-I-*.-I--]-GQ]_ m21:5

mixd i
3 I

Para simetrfa del desarrcllo, romngemos &) =

maj'. de modo que:

e bl

m m

¥y = ao[l .._2..1.. +...E_r_+ ...Jq.ﬂ.ll‘mz
Pounlendo ahorat ‘°=Co+°1

T O =
al Co Cl

¥ reemnlazando encontremos i

y=C I_l+m:+£——|)‘ IE—Ji)—*F

2
LY -4 |

e8 decir: 7=C, €"X4C; emx

,"J
-]

A m5x5 ”"‘I

el (-

~3
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Que e8 un resultado bastante conocido,

Soluciones en serie de Potenclas generalizadess

' Si nos proponemos encontrar la solucion de la
ecuacion: : ‘

y"+§y' + y-o

expresade en serle de potencies de X, podemos interpretarlo,con
la ayuda del procedimiento empleasdo en los ejemplos enterfo-
res, pero tropezeremos con le impoeibilidsd de deserrcllar en
serie de potencias de x, su coeficlents L,
X
Ante esta dificultad, tendremcs dos caminos a
seguir: : :

&) Desarroller el coeficiente % © en serle de otro tipo de

potencias, por ejemplos

il 3 =g
X = Xq x - 2

-l‘- * % -~ snsas t..

o e _

1.1 14-1 -~ %o
x Io xo g

y encontrar la sclucion en serie de la formas;'

S n
Y= Za, (x_ - x4)

coms y& lo hemos heche en las primeres ra'ginaa de este cap:[-
tulo, donde resolvimos este problema oon xy = l.

Como este no es nuestro sbjetivo, de bemos recu-
rrir & otro metodo.

b) El muevo procedimiento, coneiste en suponer la solucion
de la formas



y = E"‘n T (a- +#0)

que llameremos serie de I:o‘hamiaa geseralizadas. Fn esta ge
rie, P 8 un parfmetro que dekeremos determinar con las con
diciones del prohlema.

La vei.taja de ente uétodo ests en que permite
trabajer con la ecuscion reducida a su forma entera, es de-
cir se evitan por su aplicacion los coeficientes no deserro_
llablss en serle, cuys estructura, es generalmente fraccio=
naria,

Nuestro nuevo matodo e8 apliceble = muckas scua-
ciones de la formea ¢

" A{I; " D{xl

Como noe hemos ocupado besta shora de las ecus
clones sin segundo miembro, hagemos R(x) =0 y demos forma
entera & la ecmc*on.

C(x ) D(x) y"+ A(x) S(x) y'+ D(x) C(x) y=0
Como suponemos que las funcioness A(x), I(x),

. C(x), ¥ D(x) son desarrollables en serie de potencias,podre-
mo8 Jllemar:

a(x)
b(x)
c(x)

con lo cual la ecuacion toma la forma:

C(x) I(x)
A(x) D(x)
B(x) C(x)




e Y"-?(P* n)(p+n - l)a, x P+ D=2

a(x) y"+ 'fljl.'f o(x) :r. =0

donde las funciones a(x), b(x) y' c(x) deben tembien ser de-
sarrollables en serie algebraica,

- La menera de detemimr los oooricientoa, de le
serie Bolucion, resulta ana'!.oga, en este casd, con los ante_
riores. I-hra la determinacion de P, couviene poner m = 0

en la formula de recurrencia que da los coeficientes, como
lo mostreremos immediatamente, por medic de un e.‘jamplo

Aplicecidns Resolver la ecuacions:

y" o+ (; + 1y’ =+ '_1_;_,3;?*0

Como los coeficientes de la ecuzcion, no son de_
sarrollables en serie de Potencles de x, demos forma ente-
ra:

xy"+(m+ x)y'+ (m+1)y=0
Yy suporgamos y de la formae:
i o
7 - 2 xP*n 1
y=2a ; (1)
gue tembien podemos escribirs

2

y=xP(a  + 8) x+ap X +83 X34 .44) (2)

y'= :ﬁ (p+ n)ay, 2201
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sustituyendo y, y' e y" en la ecuacicns
?EP*‘_’»)(P*:‘L - l)ay xrn—i? (m-l-x?(pi-nJal\: xP+n-1 ,
+tm+ l)nn xpm] =0

que -se escribes

5 1] o .
EEpm)(p. wm-l)ag xP*%L (pinmid)e P Jua \

2 .
y emuilando el cosficiente de la potencie ‘s x¥*0°1 g oibtie-
e §

(p+n)(p+n+m - L)a_+ (p+n -rm)an_l =0 (%)

Determinemos p, haciendo n=0., Fora este ve- -
lor de n el segundc termino es mulo, y= que &, 31, no exis-
te parsa n=0, con lo cual queda:

p(p+m - l)a =0

Supongamos agﬁ 0; entonces, este ecuacion, 86
variﬁcp, pare ; e) p=0
b) p=l-m

Cade uno de estos dos valores de p, ds corigen a
una 5olucicn particular de la ecuacion, sl ger sustitufde
en la formula de recurrencla que da los coeficiente:

8) De la ecuscion (3), sacemos despues de pomer P =03 )

= (o+m) %
a = —— A
2 n(ntm -~ 1) oL



y y dandc valores a nt

m+1 m-
Hﬂ-.-—‘m_—pﬂoﬁ mﬂo I A

8 = m+ 2 m+aa

Pw+D)™ ° T2Tm o

) a-m"' = e m '
b %;32)32. : 'B‘Im’o‘ | %

--uno-f..o.t..

Le primeras solucion, resultes

s yl-a [_m*'l x m+2 xg..___i:ﬁ tese + --I

1l m S 3im

_ o _
y pondendo a:- m a, Be obtienes

n-a'o [m..m;"lx+m;=212_ n_!....jflzzsq.’.. 3..J

Ebcrihiremoa esta ecuecion en la forme:

yl-:ma ¢ '.4._%2!__..-..) - gl x (1 —=F + %2_!--.....)

: ) At ‘ =X
o sea; ¥y = (mw=-x) .0

b) Poniendo en seguide p=1 - m en la ecuacion (3), y 1lla-
mando shora ‘n‘:l el coeficiente de ramgo n
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"19’)-

n(l - m+n) by* (n +l? bn o 0

n = o i 0
de donde ; n—(———rm-n-l %’l

slempre que m no sea un entero megetivo.

Dando velores & nj
= : b
%% 5 .0

2T R GO

e S STy '

Binsnie sin v amn ow b w &N &0l e

Ahora, como la salucion ess : b
Yo = xI™B %:Dhn xB

nos quedaj

- 2 5 - l'..

4 3 '
A e =7 4 e
CRTCE [ :l

y como ya hemos obtenids yj;, podemos escribir la polucién
general; ,

2
y=Cy (m 4 x) 6%+ Cq ML 4eees X ¢



“ig8'=

Y. 3 -I2+ .o.llo+ ..J

m = m -

Este ejemplo, muestra en forme clara la generall
dad del método, ya& que procediendo directemente con la se-.
ries

m.
y - z an xn
encontrar{smos solamente la bolucidn yy que como hemos vis_

to, se obtiene dsl método que acabamos da empleer pare el
caso particular p=0.

l@esolucién. de Ecunciones con segun~ Puncicn Potencisl,
do miembro, Y
w_-—

Res'rclveremos la ecua-
cion?

a(x) y"+ b(x) y'+ c(x) y=r(k)
suponiendo su solucion de la forme$
m .
y=gay xP
’ La resoclucion de ests e2uacion como la de toda
ecuacion diferencisl linesl de segundo ordem con segundo
miembro, se compone de dos procescs independientess ;

a) Peterminacion de dos soluciones perticulares yi e y2,
obtenides enulando su segundo miembro,

») Determinecion de une solucién perticuler §, conservepdo
el segundo miembro.

la primers perte Gal problema, ya ha sido Jtrata-
dn, y en cuarto & le segunds, es preciso decir que solo en



T

g LAY
L}

clertos casocs tiene una aolnc:lnn ficil por medio de las 85
ries.

 Nos ocuparemos del caso en que la funciom, x-(x)
es de la formas . &

ik r(x) e & |

o blem r(x) =2 x0

. ol W 2
b gne T e d R

e | o

que es raci.l dadunir dal antar:!cr. o L

Jeptf=r)

“ R mtpdo consiate, como. de 20s8tumbre, en la sug
, titucio'ﬁ de y= ga xP* en 1a ac:uacion diferenciel, asl -

mismo como aua derivedas: y’ e y", seguida de un desdoh1a-
miento de la sume resultante en dca partess Su primer tér-
mino,y la sume restante. En esta situacio#: basta determl_

nar e, y p, de modo que: este primer términ® See 1déntice b
el segucdo miembro, y Que la suma restante Al BRSNS

Un e,}emplo aclarara iumsdiatamgnta e:ptoa con-
ca;ptos.

Aplicecicns Resolver la acuaclén:
' y"+ ?-y = y=x2

Dando forma enteras L

2

xy"+ 23+ 0o xy=x3 (1)

@
Suponiendo § vhe Z e, B




O blenemos ; 7'= 2(p+n) e, xPu-l

\ D n-2
¢ y"= g(p-o n)(p+n.- 1) a8, ™ s

y sustituyendo en (1) no considerendo, por el momento el s
~ gundo miembros '

::[(J,u n)(p+n = 1) 8, xPo-l
+2(p+n) & 1oL, g 8, xpm-«l" =0

que escribimoss . ”

g[ip+n)(p+n+1) an ,pm-l*me 8y xp-t-n-}l’_o
o —

Anulendo en seguide el coeficiente de xP*B-1;

(p+n) (p+n+l) an-n-' mz e o= 0 (2)

y baciendo n=0, obtenemoss

p(p+1) e, =0

'

¥ considerando a_sk O encontrames que esta ecuacion se veri_
fice pare p =0 y para p=- 1,

La ecuacion (2) aa pera m=13

(p+1) (p+2) 8,=0

de donde sacamos la posibilidad de hacer; &) =0, de modo que
la fcm.tla (2) escrita en la forma;

e

8. ==
o n-2
(p+ n)(p+ n+1) _ '
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determina los coeficientes pares del dasarrollo y& que "‘x:r .
ger 81 =0 los de rango impar son tambien mzlos.

Consideremos primerc el caso p =0. La formu-
la queda$ ' - ;
ma

= - 8,2
%a n(a+ 1) i

y dando valores & m, & partir de n=2, tomando en cuenta aS__
lo los valores paresi .

¢

2
8y o' .

g b .
. me { oy
%"=V .5 1T EUS NG e

Con eSto, la primera parte de la solucion quedas

e . . i -
-71 = ao[ - _%312 + -Bn:.!'.ﬁ xh - ane 'L ‘.!

y amplidicando por m Xx :

Yl"'.a_?.[!".!ll- 'tu)‘s“ In;‘xr)_ﬁ ".-.to..]

nx : 31 2¢
El'
o Beaj o Nl=e_2 gennmx
_ P T :
En seguida, haciendo p=- 1 en la formula de m'tl, encontra-

mos$ 2



LT . o "_‘_._"' r-"‘T"'b% s
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y considerando los valores pares de n a partir de n=2;
cemblando &, por bpg

dé modo Que se tieme;

y2-=h°x‘1[1- “;‘—2-12 T ol z"-;..t...]

1.243.

w2 [ Gl gl ]

que representa la funcions

ye =_E. cos m x

La solucion general de la ecuacion ein segun-
do miembro, nos queda;

y =C cosm X ¢ senm X
k5 = + Co -

y mos falta solo el calculo de la integral ¥ de la ecuacion
con segumdo miembro.

Reenplazando los valores de y, y' e y" en la



ecuacidn (1), obtenemas:

%Brn)(:nw-) a Pl 2 a, zl?*‘-"'l] = x3

Deadohlnma aﬂ‘bll eclmc.‘.on en la forma que lo hmog anumja

dos . _.
p(pel)a, Pt o §[pm1tp+mua P40 =l /7

» ué gy x PHOL L/ n® a xp"l_] = x5 3

Identifiquemos, en seguida, el primer térmiro
de esta acuacion, con el segundo miembro, ee decir, hegamoss

P(P-"l) 8, Ipl x> ._
con lo cual, quedas
n
1 :

+ m? a, x P“1] =0
Para que la primera ecxuacion se varifigues

p-1l=3
o sea} _ p =4 P(ﬁﬁ)ao =
g &y = §
3 Sy P(per)

y en la nagunda., anulando el coefi~ Lente :p-m-t 3
. (p+n)(p+n+l)an+m anﬂ-o




y despejendo n,, tenlendo en cuenta que p = s

S e

n n+ n+ 5 8p=~2
Para n = 1, resulta;

g 820
7 con esto resultan nulos taodos los términos imperes. Enton
cens

2 I r e 4 ¥ ”

m .
6'7 o ntscgu'r

e
; ng-aa 5'5.6.7.5.9

Nuestro desaerrollo, queds entoncess

-

e o8 M m&..a_.m’%,..h I‘
s [1..5 o567 . Ue5beTaBele '...:.,‘]

Luego 1= sclucisn final ess

y=Cy coaxml...ceﬂenm [ _é_._f)__ E'.'%E%

que el lector podra expresar pnr medin de fumionos chni-
CE Be -
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Solucién en desarrollo finitos

. A menudo ocurre que, & partir de cierto rango,
comienzen & hacerse nulog los coeficlentes del desarrollo
que constltuye la solucion de la ecuacion diferemcisl que
trata de resolver,

Se comprende que en estos casos, l2 serle se
convierte en un polinomio, lo cuel comstituye una simplifi-
cacion del resultado.

Veremos un e Jemplo, a contimlacliént
Apl joacions Resolver l1& ecuecions
(x - 12) "+ 3y'+Rys=0
Reemplagando y-gan o
y sus derivadas en la ecuscion, 86 encuentyas
12' p+n-2 +
(x ~ ¥)(p+n)(psn - Doy X

]
+ 3(prn)en xPR-L, 2 a8 xP* | =0

y ordenando ¢

i |
![{lh n)(p+n+2) e 201 | (pin - 2)(p+nad)
s} -

a I‘P‘n =0 5

n
mulando 8l coefyciaente de x P81 .

(p-l-n)(p-m-rz)qn - (i;.n - 3){(p + n)qn,l =0 (1)



Poniendo n=0 en esta ecuacions : o |

p(poa) a, =0

de donde selef ! .

a) p=0 o biens b) pP=- 2 ya que suponemos a°+ Po :

a) Paya p =0, 1o ecuscion (1) dds

n(n+2)ag - (b ~ 30 853 =0

“a 'H ®n-1

es decir;

y dendo valcres e -t

2
3
s e

ay=0
ah,-_ol.
i ;
o seaf e, (1=~ 3x¢ ‘:2)

'

b) Poniendo en seguida p=- 2 en (1)3

(n -~ ?)n by - (@ =5)(n=-2) b 3=0
camblendo & por bpe gt b

-
I ” ’
i F . . 4 E ~--{:€;
A e L - X - BLEATE L L 4 - &
Aty e o * g = g A - (RN (AL T4 AL juu-.-Ah&



y en segulda elljamoss b | i _;"
i | o= - b= 61, |
MO_ dando valores a n, & partir de n=3;
Brkm - by
ﬂ'-% b3 = bp

bj-.o

de modo que:
Yo= b, ::"2 (L -4%+6x% -k xD+xb) uB x? (x - 1]‘?

v 1a solucion gemeral ds la ecuscion queda, con eatos

3-01(12 - h!i- 6)+02 ‘5—1.).lII

- o0o =



FUNCIODNES DE BESSEL.

81 nos proponemss resolver la ecuscions
r"*‘-l-r' P (1= =0

x —E
nos encont-mmna ente el prohlma conocido en Matamaticaa
con el nombre de Ecuacion de Besgel, qus 115?& este noumbre

on horor al astronomo alemén que desarrollc su teor{a, e
hizo el primer estudio de funciones que de ella se deducemn. -

Para reesclverla,hacemos notar que sus coefi-
clentes no son decarrollatles en serie de Mac-Leurin, por
lo cuasl preferimos darle forma entera;

2 yex gt +(x® -nl)y= 0

Aplicaremos el metodo general estndiado en
el cap{tulo de la Peg. suponiendo que su solucion sen
de la formas :

mw
y=2%e P B
A Sl
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81 esta serie, es derivable termino a terminos |
: y'c 2‘. (p+n)a i :
y'= 2 (p+ n)(p+n-1) ay gPen2
Reenmplezando eatos valores en la ecuacion de Bessel$
%)[(P‘* n)(p+n - l)an e (p+n)ag i
¥ a, xP0 e, p+n+2‘l
que ge puede escriblri

w
3{ tGen? s B0, 8 xl»me}_o

y anulando el coeficiente de x¥™™ ya que todos los coefi-
cientes de est2 suma han de nacerln separadamente§

g7 2] A
Y [(p+ n) L L tan_2 0

y dando valores & ni

(P° - me)ao =0
[(p+l)2 - 2] =0 RN 1
(02 22 Jees e 0

© 8 & * 4 0 3 0 2 e s P e e s

[(p-ﬁﬂ)‘ - m? J g+ 8 o =0

De la ﬁltima de estas ecuaclones se sacafg
en-2 :
*
(prn) (2)



slempre ques ° (p+m) - m %0

Aptes de tratar el casc ganaral; considerere- !
moB alsunqa casos particulares.

2) Cago m=0. {

Sim=0 la primera de: las ecuac iones

(.‘L) das P = 0, ya que supondremos = c7 0. Ia
gegunda acmion da a3 = 0, con lo cual todcs los términoe
de rango jmaar resultan mulos Por coutener & a1 como mctur.

I-a.fomnla que d.é'a.n nos ‘queda s

e &n -2
» ne

Dendo shora velores & nf
a .
L D = - ! o :
. SRS SlalEaY
8‘2 E.o ik
E.h - I‘ﬁ- = 4 _2_5.752_;

¥

a
S0

a
]
RTTEE one

ig = ~ .56 - s
KRSl e, SR
L _. L .h .-. .« & @

-

L —é L B PO s
i () 220 nind
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Luego la solucion reeultss

=8 Rl . | |
L 8% E ‘rm‘%’ +§%ﬂ(§)"—m§_,(_;)6_.m 1(!)211 J

y dando 8'2g el velor uno se obtiene l= serie que designe-~
mos#§ '

01~ b iy B o LR

{
o blens
ngo(x)=2 1—'.9,5(’)2“ (3)

0 Nalls

Esto serile es comergenta pere todo valor [
.’E:; por lo tanto puede ser derivgde o in'bagmd.e. térnino &
termino. Se le designe con el nbombre de Funcion de Bessel de
orden cerc y de primera especle.

Volveremoe luego, sobre esta func:lén, vy la re_
lacionaremos con lag de orden superiocr, ﬂaspwas de tratar
el caso general de l= Ecuscion de Pessel,

b) Caso m -;‘},

En virtud de la primere de 1as ecusciones (1),
y Pera que &, mo se anule, ha de verificersef

Pz"‘-'ﬂ
o sez, en el caso presente,

EY

gue dag P'.t‘é"



mmdvﬂnrp-% damdoquew-v'

bién se uriﬁ&a- 1a segunda de las ecuaciones (1) sin que
< ges nﬂo Con esto el término gamml qmﬂns 5

al |
' 8y : =
an-"n]n-ls _ ’é
y dando valores & ny ' £:
el gl 8o & 1 4]
ag = it e i !
A a
R
| .
. ag . = al. -
el w BT }

A 35- - g‘?‘ﬂ -—%— N - i -
Como la solucion era de la forua$

e - o
= :
¥ oaﬂ- X

resultas . T
Calietes

g~ | | - S % : g

Desarrollando e sm sume y nmnplasando los cceficientes se
obtlene:

B e T | I T I s L.




7= B0 008 X + 81 sen X (L)

o Be&}

&7

que comstituye la solucion genersl de este ceso, y= que con_
tiene doe constantes arbitraries. For eer generel igeluye en
e{ el caso p“% que pudiere creerse interesante, y que se

deduce de é1, poniendo ay = O,

o) Ceso generals m enteros Le fri‘mqra de lea ecyscioms
la Funcion de primera es- (1), PBB-;»la'JB nos da;
pecle y de orden m.

2
8, (p” -md) =0

81 queremos que &, mno sea nulo elegimos p=i g con lo cusl
la segunda de dicg.e.a ecuaciones das

ay(2 p+1)=0
Esto muestra que 8= ¢ por sers

(2 p+1) -96-0
en virtud de que suponemos que m, es entero,
Escribimos en seguida el término generals

ap.2
(P ) - w2 \

En--



o - ) : :

y observemos gue en virtud de que = =0 resultan nuloe %- '
doe los coeﬁcie’ntas de rango imper, El desarrollo en serie
contendré por tanto solo terminos de rango per y para obte-
ner sus coeficientes Geverfamce dar = p los valores sucesi_
vo8s m=2, 4, 6, eses 2 n. Pars evitar esto, camblamos en

la formile de ap, 0 yor2m y damos nntomaa los velores

de la serie natural.

Nos quedsa $ - ‘

e 82n.2
I

pero como p2' e resultas

80y =a B2

'mnp+

Consideraremos por ahorn solawente el caso °
P m-de modo que la formula Queda §

o ¥ aEn-2
2!1 [
22 p(m+ n) '
Dgndo velores # n;
s [ 22 - - Eg(_
2 . 1(m 4 1)
52 ao
ah - " . :
22 2(m+2)  2h , 1, 2(mel)(m+R)
&) 8,

l.oo.o.cnao.ooo.o.--ol‘ooo
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_ -'216 = ' ‘
; lmgoalteminodoraugon resultas

.. o (-1)% ag
20 220 gi(ms 1) (m+2)(m *5)-" '(m* “)

e

Como®, e8 una constante arbitraria, padms
asigpnarle cualgquier valor,., Hegamos, por ejemplo:

a8, = 3
en. m!

Con esto, nos quedaj;

& ("
B 22040 pint(m+1)(m +2) eee(m + n)

(-1)"
7 por @ttmo 0=y (3

Ahora dando velores & ns Obtenemos la serie
que doaignamos Inlx) ¢ A

] . m ' L e

Jm(I) = 0—5']'1. (%} oyt l.'(m-r l') :(é‘)m

e i-l!“ (X mén v .
- 2!im + 2i !(.._)m*h_” veet ni(m +n E.) s

-



que temblem se escribes . |

Fafe)3 U ™ ©

Esta serle es tembién una serie convergente .
pera todo valor-de X, ror lo tento es integratle y- _derivable
temino a termino ,-Se- la llame FLlncion de Ressel de orden m

de primera especie, dondcle este ultimo calificrtive en
raZon de ser la primers de las soluciones particuleres de
la ecuacion de .Bessel, que hemos logreds obtener. Fuede no-
tarse que Jy (0) = O slempre que m =% 0,

Funcion de orden ceros 51 en las formulas (6) hacemos

m= 0 tendremcs:

Jo () =1+ 2D, B s L LUR (pie,

Dells W

TR =
o biens Jo(x) = z (1) DR
0O MNelNs

Se obtienen asi los mismos valeres encontra -
dos directamente en (3).

*  Se puede notar que pera X=0 se cbtiene?
Jo (0)= 1. "

Fupcion de Primer Ordens Si hacemos m =1 en las formulas
' * (6) tendremos 3

5 n-n-;...
93 (x5 'l! 2 . .é:, ;)3 .3,, 2) es nf in +.'L) ( 2')2

o bient
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-1 /x En*l
l Jl(x) 0 n' n+l (

Relacionaremos shora J1(x) con Jo(z) 5

Derivendo Jo(x) del pérrafo enterior, owﬁo_
mos $

J5(x)= - —'r}-'r 5+ -1%-}(%)5- 51-1(;)5 s

2!1-1 ) n+l 2]1“'1 ...... .
...+( —1]’0'( ) De {B"‘l!o ? sesnasen

pero escriblendo en la formaf

pex _ayn+l. i
T e R - i R (e - e

gse puede ver quef

33x) = - 31(x) iRl -

Podemos, ehora, enccuire® otre relaeion entre
estas funciones, de la siguients meneras

Multiplicando J3(x) por g- 5

n+l

y derivendos

—x'*'l'-"x e '
[ﬁ “ltxﬂ “SHTR" AT P e el G2
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Comparando esta ecuscion con Jo(x) despues de frctorizer %s
. Edr
x x
[ﬁh[ﬂ_l = §Jo(x)

o biens [x.l‘l(x)] = xJ [x)
que también se puada escribirg

HE =30 - 5y @) i (8)

Calcularemos por Wl timo Jl (x) para lo cual es-
cribiremos la ecuacions

53 6 23 e 328 4 el

que corresSponde 2l casom = 1,

Despe Jando JI (x), obtenemos directamente$

2
x)e 1o 5y (1) - d3i(x) (89
x ‘

'Belacio-.\ea ontre las funciones de distintos @rdenea.

T Sak

Fomm...as de recurrencias

Relacionaremos prineramente Jp(x) con Jp-1(x)s

Para ello multiplicemos Jp(x) ror x™s

- 2
Jm(XJ=i'*'z' "'FI&!; 'Itm+l 'EH-E €
l xﬁ"h 3 . "l)n 3 x?m+2n YL
+ - . - 8d 2
Eme)t 229 T almen)t #
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y derivendo con respecto a x3

- em-1 e 2m+l
[x“‘ (x| e T8 e S
1&-'”'3 - (a I B x2m+2n-1

AL gy . - )
Y EMm+1)! S " Mi(men-1)] SmeneT

Sacendo fector comun X3

[xm Jm(z) !m[o—q—rr(m_l T é)m-l - 1::3 g_)m-rl +

B, +
A (-1) (%)m-l 2n “__] L

na(m - l+n).
y comperando esta serie con Jg(x) '
~it

[ %)

Relacionaremos en seguide Jp(x). con dp,g (x),
multiplicendo Jy(x) por x~Bj

= X Y (x) (9)

: : ; 2
m - 1 1 4 TN 2 4
(¥ " o T T &2 S o)l =l

; (_1) n x2n

ne(msn)s pli+en

:...I

Ahore derivendo esta ecuacidni

1+

o 3 1 g | Vi Ve x3
[ m(x)_] l'(m-i- 1)1 em+l 1'(1:1 +2) i
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+ . i T 1211-1
Sttt e D (mem)? BRER

y emplificando poar x™ en el segundo miembros

-m - (I)-l ~x =T [_r_(m:m‘x L'Hll (m,,e ( x) m-&}‘_

*. + 1 im—l"‘an 1 ¥ 1 m+1+2n...
% .(n’l)I tm-bn)! 2 n.im+n+15 2

luego finalmente:

[xﬂ Jm(x)J e = X I (x) , (10)
Desarrallando ahora la formula (9) s '

-1 m

8 L9 (x) + = Jn'l{x) =X qm-l(x)

se obtie
g6 © ne; Jt; (1)‘.% Jm(x] o Ty (x) =0 (11)

Desarrellapdo en seguida (10)s
-m-1 n _, T
-mX Jm(xJ +X Jm(:r) x Jm+1 1(x)

'y multiplicando por X© y ardenpando s
Ja(x) = % Ip(x) + 3, , (x)=0 (12)

_ Ahore blens Les farmtes (11) y (12) forman
un slstema que por sume y reste da;

24 (x) =J (@) -3 . (x) (13)

LS = E ) ¢ J ) ()
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Estes formulas relaciopan 3 Funciones de ordo__
nes sucesivos y muestran que comociendo J (x) v Jl(:) se pye-
de calcular la mncion de un orden cualqu?era Por aplicacim
reiterade de ellas. Més sdelante haremos algunas aplicacio-
nes gue musstren la utilidad de las relaciones deducidas.

Vemos 2un que 51 en la formula (10) hacemos
m=0, y en (11) m =1 obtenscmoss :

J(;(IJ il J]_(x)
33(x) =d4(x) - 2 33(x)

c sea encontramos las formulss deducidas anteriorments que
prueben la generallidaed de los resultados obtenidos, en este

FEI'TBfOt

Integrales de Bessels ’ !

Hemos encontradc ep el pirrafo anterior, for-
mulas diferenciales de las funciones de Bessel. Se compren_
de que cada una de estas pueds dar origen & otra que de
ells puede deducirse por une simple integracion.

Se dedujo en (9) y (10)s

e integrando estss scuaciones$

f o I p(xax =< g (x) (19

f i ; ml(x)dx = -x™ J (x)




e7 - e Bl Inw inwmhs son definidas, por um

‘entre 0 y a3 :
al .
gio ’ gy [:lm Jm-l'(':} ‘dﬁ: = M Jm(’.)
- - o : -m
/ 3 Jmﬂ;(x) dx=-n Jm(a)'
si Jm(a) "= 0 resultas
‘ a
j;m J (x) ax=0
; -4 m=-1
./ox-m Jn-rl(x) dx=0
Y8 .
Un caso que a menudo se Iresenta es aqbual en :
que m=1, s
La primere de las integrales definidss dA para
este valor de m¢ . : { ' - 5
a il it
f: Jo(x) dx = & Jy(a) i 0
o] A I
y 81 Ji(a)=0 _ g e
a _
. fz Jo(x) dx=0

o

‘ .
Aplicaciones? g) Calculsr la integrals

ﬁa "ao(x) dx | | -l

" ; [ g P A
LR o [ &l | s . il )
) ...'.'nﬂ';lnﬂﬂfu".m‘.w L B BN et o LT L e L e e i 0
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Escribamos $
FB 7 (x) dxf [x J (x)] dx = faxz[x Jl(x)] dx

en virtud de gues x Jo(x) x Jl(x)_l

Integrando por pertes$

fPEJ;(x) ax = [x2 -. x Jl(x)]:- 2]22 3, (x) dx
o] Gt o] y

Este ultime integral la obtenemos de (16) haciendo m=2 y
vales

. fxe Jl(x) ax = a2 Je(al)

luegos : a
f13 Jo(x) dx=al Ji(a) - 2 &2 Jo(sa)
0

Expresaremos este resultado en f‘u.ncion de
Jo(a) v Jl( a) s Pare ello la formule (1L4) nos aa s

Jml(X) * %m'. Jm(x) v Jm_.l(x')

¥ haciendo m=1 y x=a,

Ja(a)=_§. Jy(2) - J,(a)

y sustituyendo este valor en la integral:



[ 0,0 a3 y00) - 2 e2[Zaye) - 5 i
o

[

de dond:i
[ 7 (x) ex=a(a2 - 1) (a)+2 82 J_ (e)
) : }
b) Calcular la integrals
1-x°

A Jl(x)‘ dx

Para ello, despejemos en la formula (9'), rs%.218.)

2
o (x)=2 3] (x) +37(x)

y multiplicando por x5

1 2
...._.w. Jl(;[)aﬂ" (x) + x 6" (x)

que escribimoss
2
p I d
......x..-.-. Jl(x)J: i x JJ{ (1)_1

. ¥ multiplicando por dx, .o integrandos e

fl ; - Jy(x) &x=x J{ (x)



Pero, segup la formula (8):
x J{(x)- x J (x) - Jl(x)
de modo Que}

2
fl.;_.!_ Jy(x) ax = x J (x) - Jy(x)

Aplicacicn de la Funcidn Gamma a la Funcicn de Bessel de

primera especies?

Hesta ehora, hemos definido la funcicn de Bes '
88l de orden m y de primera especie por medio de la ecuacion.

@ -1)0, x. m+2n
Jm(x)gx n.’im«-n% 2)

Hemos supuesto, a lo largo de nuestras deduc _
ciones, que'el numero m, es entero; si recordemos la rela-
cion entre los fectorieles ¥ la Puncidn Gemme, que estaba
expresads por}

I'(m+1l)=m! (1)

rodremos escribdir la funcion Jy(x), en la formas

m(x)" Z _'—Fénﬂu-l (-%)m+2n

y2 Que el camblemos m por (m+ n) en la ecuacion (1), obte-
nemos?

(2)

(m+n).£ = Mm+n +1)
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Rec ordando, ademis, que la ﬂmciou Gama, girvwe
como doﬁn.‘!cion, 8 los factoriales de nimeros fraccionas? s
deducimos que la fornmla (2), generaliza la funcion de Lau-—
sel de ordenm, & ordenes tambien fraccionerios,

Debemos avariguar, en seguids, 8l las Pormues
de recurrencia que hemos obtenido, en la hipotesis de m en-
t.ero, son tambien mlidaa, parea m fraccionerio.

Derivando le ecuacion (2) con respecto & X, 'y
luego multiplicando por xZ '

! = ~1 2 E!"gl!.) X m+2n
e (I) En. T(men+d 2 (3)

¥y como podemos sacar m, que es constante, fuers del signo

Sume £
X J' = 3 —_‘;}‘J‘n_‘. B w2 +
m(x) nE) ni I(mn+l (:?'J
© : -
+x 3 (_1)!1 (i)mzn 3
p=l (n-1)! P(m+n+l) 2

Observemos, Que la primera gsume es, Justemente, Jm(x)*y en
la segunda, hagemos n=k+1 y sumemos con respecto & k, entve
los' Hnttes correspondientes .

xds (I)amJ (x) G -1"“ Em-‘-l-n-:‘k
g g o EI D(meked) 3

v asi podemcs recomocer, en esta suma, & la funcion: cI 1(1)
de modo qnas

-

x Jn: (x)= m J,(x) - x Tl (x)
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o sea$ alx) - = In(x) +3 . (x)=0 (W)

Ponlendo ahora
m+2n=2(m+ n) - m

y reemplazando en (3) 3

: 3 __(-1) n!mi- n) m-1+2n
v Jm(x) : =xngo n: '(m+n +1 (;) ’

9. -

... n=g ﬂ: I'(EH n 1'1) §

En le primera suma, simplificeremos por (m+ n), y teniendo
en cuenta que la segunda es Justemente Jy(x):

o
g X I (x) =xnf° —E?%Gm (%)m-1+2n - 2.60
que: resulte finalmente:
xJdp (2= .x Jy_1(x) - m J(x)
¥y dividiendo por xs
TaEk: Ig(x) - gy x)=0 (5)

, Las réru'mlas (4) ¥ (5) son 1dént;¢aa, res-
pectivaments, a las formulas (12) y (11) de pag. 219, por
1o cual deducimos que tembien lae formulas (13), (14) y
(15), como esimismo, todas las que, de estas pueden dedu-
cirse, son aplicables, tambisn, cuando m  toma valores

fraccionarics .



_ Ms a) Celcular J_-é. (x)
Haclendo m =1 en la formule general se tienef

B

; : - TS i 1€ g’ﬁn
15 E ey @)

‘ <

: 7 E (x)=y/X % o LA x2n
% 'T/; © niT(n+2) (2
7 desarrollando la ﬁuﬁai

x)2 B -
o35 TR A e

Ahoras (o) = (n-1) I'(n - 1)

i ki PR =T
M =2 FTQ

(1] .ﬁ ll‘(!-.)

az.ando estos valores en el demmll:o,.:
“mnm en cuenta que l‘(-a-) HV_ ¥y luego reduciendo se

ga fipalmente a¢



y por ultimo; - J-- (x) -—-- sen x

que resulta como se Ve en términos finitos, y de acuerdo co
resultados enterioress

b) Calcular J-;— (x) '

De la formula ’
Lxm Jm(x)_] = xB Jm_ltx)

se deduce, haciendo maé.‘
|
EE :.;.cx)] i/ 1} )
rero del resultado del protlema enterior, se sacas

x J_ (x)-/——son x

¢ Bees J -;_-(z) o '/g (sen x)*
P
pox ¥

y efectuando la dorivacic;n, 8e encuentra i

(x)- B cos X
fnrx

c) Calcular - :253 (x)
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De la formulas

P
=" Tn(x) = I (e d(2)

se deduce, poniendo Wex g

y reemplazando en esta ecuscion los resultados obtenides en
los dos problemas anteriloress

JEB (x) = / _Ben’-coax)

Como se puede ver, a partir de estos velcres
encontrados se pueds calculer por medic de les :[‘ormulas de
recurrencia obtenides, la funcion de cualquier orden multi-
Ho de 1/2 en teérminos finitos.

Veremcs mes adelante, como pars valores debi~

famente grendes ds X, puede expresarse J; (x), a;n-oximadamn..
te en la nlema forma que las anteriaras.

Ia solucion generasl de la ecuscidn de Pessels

AL definir la funcion J (x) le dimos el nombre
de funoidn de primera especie, por ser proporcionada ror la’
Primera de las doe solucione8 particulares de laeuacion de
Bessel, ) e

S1 volvemos ehora & la DEE 210 caso b), pode-
moa ver que la sclucion ganaral de la ecuacion ds Bessel Pa_

ra el caso en que m=l/2 eats dade pors
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e \' CoS X+ 8, 8en X
o 1

y =
J x
fhora, en las apliceciones que acabemos de e
cer hemos demostrado ques

; ]: = ——2 Sen x
‘ E(x) V ==
2
J1 (x) =)/ — cos x
> r mx

de donde$
gen X /o 2
S — = oy :T f—
o ey 2 2 (x)

cos X LY
|/—x— /Q-Jg (x)

¥y 1levando estos valores 2(1)s

y=4 7 (x)+B.’f%~ (x)

o e

.
ecuacion ex_
ulamos fun_
o8, llegare_

Estz es la solucion general de la

rresada por medio de funciones de Dessel, Si calc
ciones de otros ordemes perc siempre fraccionari

mos & que slempre en dichos casocs:?

y=A Jp (x)+B don (x)

constituye la solucidn general de la ecuscidn de Bessel,.
Ahora, cuando m o8 entero, resulta que

Ip(x) = (-1)" I__ (x)
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o sea, las doe.solucicnes perticuleres de la ecuaciom, resul
tan lineelmente dependlientes, de modo que se plerde una so]n
cion do la ecuacion de Bessel.

Fara emontrarln., en eate caso, yodemos apu
car la formula gamral decucida an el Capimlo de PEg «
que exprese la solucion rticuler yo de una ecuacion dife-
renciel en terminos de T1e

Ia reiacién encontrade ern}

A j'e:[ﬁ(x)dx X
e N i

Aplicando esta formula & lz ecuacion de Bessels

1
v+ ;}" ¢ {1 = Eg)rso

en la cual ‘q(,).éx
y tenlendo en cuenta ques
-y-l = Jm(x) r
-ln X
— dx
se tienes =J_(x) fe__________
_ ¥2=%n J° (x)
o sea; e = J,(x) fx—‘?z(x)

Se define, entonces, una de las integrales:

Ya(x) = B dy(x) f 0
m
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como la funcion de Bessel de orden m y de Segunds especie.

Esta forma integrel de la funcion de Segunda
especie &8 Incomoda en le prectice, por lo cuel se ha trata-
do de darle la forma de une2 serle de potencias, pars expre-
sarls anslogemente & J (x)

Haremos esta deduccion pera el caeo en que
m=0 -

la ecuascion de Bessel ed este caso egs
) y‘ + %yl_‘_ y‘,o
Como Y (x) es une solucidn de ella:

LR+ + Y =0

Buporgamos shora que u y z son funciones de
x que trataremos de determinar y hagamoa entonces;

Yo(::) =y Jo(1)+ 2 de modo que:

Y(;(xy = u'd’o(x) +u Jé(x)q— gt

L

1(x) = a"5(x) + 2 u’ Ji(x)+ u I(x) + 2"

Mudtiplicando l= segunda por
tres ecuecioness

[J:(xki- J(;(x)-v Jo(x)] u+ (u"+ j; u’) Jo(x)+

%ysmnandolaa

+2u' gt (J:)-wz"-n-%z'-rzno




- ‘-(;-.‘:‘I"T_W?' _'_h"l.. "" “-_-n._-‘ ﬂ:-_t " > - I " ’ . L
¥ N 1
: : ~ =4
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3
pero como el corchoto es nulo ya que J (x) también aatisfa— .%
ce la ecuacion de Beseel, noe Quedas »
(u"-l-i. u') Jp(x)-u- 2 u'J(;(x)-r 2" +§- 2%+ 2=0
' Como podemos determiner une de lss doe funcio =

pes introducidas libremente, elljemos u de modo ques$

Este ecuacidn puede escribirse;

dqu' _ dx
e (a0} i
e integrandos Jinju'x|=1a 3

Multiplicando por dx e integrando nuevamente?

ul:B ln I+C

: Deremos a C el valor Cero, y ¢ B velor unita
rio, de modo que la ecuacion difersncial quedas |

EJ;(I)+ z¥ & 1—‘2.’-» z =0

Para imtegrar esta ecuscion, procederemos POT .
medio de deserrollo en serie, supouniendo que Z sea de la for
ma g

0
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ya que sabemos quet | &k
@ (=1)® /x
J(x)=2 ol (5

Calculando z' y 2" y reemplazando en'la ecuacicn diferencial,

) 2n-2 -] 2
2[2:1(2:1- l)ap, x i 8 20 , 8oy X 4
o]

(A N % 07 _! =0

2°0 pinl

¥y reduciendos : ;
o] 1B
2[(211)2 32 + ﬂn_-(——lL xen-e-l- a2n Iarilu Q
E } I 7

2n-2

Anulendo, como de costumbre, el coeficlente des x
ns §

» 80 tis

8on =.82n-2 v 6.-1! n

(2n) 220 pinln

aue escri:nimos :

fi A o+l
aen = _2‘[]:% + —.-.—(.:}:L—_
(2n) 2% ninln

¥ cembiando sucesivamente n 'por n+ls

A, "
Beg. o (z2)
“en-8 =~ (g 2 22(e-d) Ty 1) f(ae)

'_(__l)n"l :

aen_h- - aQn-e + . .
- S ee(n 2 2)2 - 92([1-2) (n . 2).1(1,1. _2).{ (D. _2)

ete,
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Elininando shora ap, o, 82, 982p.Gees 80
llega finzlmente después de hacer reducciones as

y como hemos supuesto; pi:
% = ; aen xen

-1 “*1 Svon e Y
obtenemos 7 IR o '(a“%‘: ( 5 3‘_
Ahore como Yo(x) = u J (x) + 2
en que; : R=ln' X'
encontramos finalmente:
© n+ 2nn
i) (77 (Tl
Y (x) = J.(x) 1n x +'§‘«n‘~“£ (2) fﬂ

y desarrollando:

2 - g x4 1,
Y(x)=3y(x) laxeggr B ~gpr @ (G+2 ¢

yint X\8 ___ ]) T seen
5 ks PR
Este es la expresicn de 1’0(1:) que Wmscamos, ¥
que presenta la particularidad do hacerse infinitamente gran_

de y negetiva, para el valor x=0,
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Efectivamente, siendo J (X)=0 pare x#0, se
tiene s .
‘go(o) = -

a causa de la eexistencia de un Legaritmo, que tiune esta
misma propledad.

Volviendo & le funcicn Yp(x), debemos decir,
que este debe su mombre al hecho de ser la segunda solucion
particular de la ecuacicn de Bessel, que hasta el momento
hemos logrado obtener, Cemo en otro capitulo, lo hemos dicho,
estas dos solucionesf Jpu(x) e Y%,(x), son suficientes jpare
dar la expresicn de la solucion general de la ecuacion de
Bessel, que toma la formaj

y =Cy Jdn(x) + C2 Y, (x)
Gran parte de las funcicues de Segunda ‘Espucie,

no hen sido eun definides, especizlmente las de crden supe-
rior.

Diremocs, de mpso, que les rormulaa de recu-
rrencie obtenldas pars Jy(x), asi como las formules diferen-
cialee e Integrales, que hemos encontrado en pan-afoa ante~
riores, son también validee pere la funcicn de Segunda Eepe-

cis EKXJO

Bawemntaciongraﬁca de F\mciomas e Beegel.

Su analcg:[e con las Funciones Trigonométrices:

8i llevames las funciones de Bessel, & ejes
tcordensados, encontremos, que su representaCion grafice, en
generel, se asemeje bastante, & la de las funciones einusoi-
deles,

Al igusl que estas ultimas, equellas oscilan
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constantemento entre valores positivos y negativos, pero dis-
pinuyen su amplitud a medida que crece su variabie x, debien
do este smortiguamiento, a la presencia de un factor 3 S
que en ellds interviene, como lo cbservaremcs mwes ade- V__;
lante.

51 Jm(x) cambia alternmativemente de sigmno,de-
mra annlerse para un2 gran cantidad de velores ds X, que lla
nmaremos roices de la funcion de Bessel de orden m, aiendo en
rigor, les rafces de la ecuacicn.

J(x)=0

Entre dos rafces consecutives de J (x) , exis-
ten siempre una refz de Jy.1 (X) y otra de Jy4(X). En efec_
to, 81 Jp(x) se anuls para x=x1 y X =Xp, siemndo X) y X2 1 rai-
ces coneecutivas, ..am'bien se anularan, para estos valcres de
x, las fuocionsss =0 J (x,, y xB J.(x); segun el Tecreu= de
Rolle, las d.erivadaa de estas funciones, deberan entonces,a
enularse pera un valor x=x comprendidc entre X3 ¥y X2.

Perc hemos demostrade que#
[ a,0)]" =x® apa(@)

v : [x-m Jm(x):l fa = g0 Jm+l(x)

de modo que las Puncicones Jy.1(x) y Jpey(x) deberdn ser nu-
las pare x = X.

(Ver cuadro en la 198 . .6iguiente) «

las ra‘ces de J (%), tienen una distribucion
nas o menos uniforme solbre’ sl ejJe C _5 abscisas, presentan
do 1a perticuleridad de estar entre si alejedas por upa dis_
tancia aproximadamente igual =al TIIETO 17 »
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hegemos el camblo de variﬁbm:
y=pt
modo que # y'=p't+p t
y"=pt+ 2p't! + p L

Reemplacemcs estos veloree en la ecuscion de
sseli:

"t 4’ t"+ (2p'+ E )t' + P—;—td- (1L - %}Z‘)’P t=0 (1)

deterninewcs la runci‘én P, de modo que;

2 P"E-O
X

perando les veriables en esta ecuacions
Q—: + -J-'-—-O

P €x
mw tiplicandeo por dx e integrendos

ln p }/ = Log A
donde sacemos$ A
¥ |,7 x

poniendo A =1, ya que nos basta una soluc ion perticular;

P ==

e

Calculendo p', p" y reemplazendo en 1a ecus_
n (1), obtenemos desyues de reducirs
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na 2
r - n
' t."-»!}-pT t=0 (2
Si en esta ecuacion se hace m = 1/2 elle
se reduce a$

t"e t =0

-
cuya solucion esg

t=a_ cos x+a1 sen X

o

¥ como3: e <87

CoS X+ 87 sen X
resulta; y=20 & (3)

{ x
que conviense con el resultedo encontrado en pege 214 For ue_
dio de desarrollo en serie.

A Sigamos tratando el caso genersl de 1ls ecua-
cion (2) 3 -

Llememos § 1 s =

y observemos que 81 x crece, la fraccidn se hard tan peque_
ha como nosotros lo deseemos, pudiendose poner §

2 ,
(L-2) «®x) < (1+8)%
°n que ® e8 una cantidad arbitrarismente pequefi.

5 L4
Trataremos, ahora, de - osmparer la ecuscioni

t% I(x) tw0 | (k)
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con las ecuaciones;
25 @-2)% o -0 (5?.
y 88+ (1+2)° =0 (6)
Fera ello, escribemos dos ecuacionss seneralaB
del tipo de la ecuecion (4). Sean elles;
¥ ’ u" + a(x)u =0 (n
™ s b(x)v=0
en que supondremcss a(x) »b(x) >0
y supondremos ademAgs
u(x,) = v(x.)
u'(x,) = v'(xo)
Estas ecueciones, nos dicen que las funcicnes
u(x) y v(x), representadas en un sistema de ejes, arten de
un punto comun, y tiensn uns mieme tangents en dicho punto.
Escritemos nuevamente las ecuaciones ¢
v |u"+ a(x) u=0
W |v"e b(x) v=0

y después de multiplicarlas por loe factores indiados,res-
temos miembro a miembros

vu' - uv" +[_a(x) - b(z)] uve0

o sem} u* - v u® -[a(:




que escribimos;:
(uv'-vu")'=le(x) - b(x) |uv

¥y 8l suponemos que las funciomes u y v, son de miamo -8igno,
tendremos;

(uv! «=vau')' >0
y& que | a(x) - b(x) o

Integrendo entre x, y x ¢

ﬁu v'e u'v)!' x>0

%o P :
Lu v! - u'y r s0
~1%0

Este integral es nula en el limite inferior,en
virtud de que:s

= v(x
u(xo) v(x,)
y u!(%e)=v (x,)
de modo que la desigipalded se reduce 23

L v'= u'v 0

o bien; -_r_‘ - 4y
Integrand- nuevrmcnte sntre X ¥E
X . X4
v u
(] — dx - —
Jr T } - dx »0
X X

0 =}
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O 8ea} -"i.% >0

de modo Gue s | vsu ‘ (8)

iesigueldad que wusEire que, lus Aistancias ontre dos rafces
en Vv, domn maycr+s que las distencies erlre dos = {ces en Ue

3 A  lcerercs sota drd.uccic‘n.gemrﬂl g ls conpe-
recion de lap ecaaciones (4), (5) v (€).

Recordemos, primeramente quef

t
Jm(x) P 7-?

de modo que lz distancia entre dos rafces en t, gera iguel a
la distancia eatre dos rafces de Jy(x), siempre que )X % 0o
Conaideraremes dos casos, sucesivemente s

&) Couparsmos, en primer lugar,las ecuaciones (L) y (5), pem

lo cual, debeuos hacord
ust, ves, c(x)=Fx), bx) =(1-¢ L
obtendend~, on virtud de 1= scuacicn (8)$
: 8 >t

que nod dice. que, lae paicoe en t, o sea les roices de

¢ (x4, ec3n entre si, s menor distancia que las raices de
L |

Ble

b) Couparemos, en seguids, las ecueciones (L) y (6)3

Haciendos .
u=sp, v=t, a(x)= (1")2'7 b(x) -.“:)
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obtenemos, aplicando La eeuacion (8)

t >82

que muestra, que las rafces de Jm(x), distan entre BI, nas
que las de sp.

Calculemos, entcnces, 8y ¥y sp, por integrac:lén
directa de las ecuaciones diferencinles (5) y (6)3

Obtenemos §
8 = #y cos L(l - g )x +9‘.J
82 = Ap cos [(1+-¢)x +92:|

Estas scusciones, nos muestran que: La distan-
cie entre dos rafces de sy, ees _T_ mientrss, la distan-

cia entre dos rafces de 82, vales o i‘:_
+e

4

Entonces, 8i llememcs d & la distancie entre
dos rafces de Jp(x), podremos resunir las conclusiones de
a) y b), diciendos

v o
<a
e o o (9)
Esta desigualded, muestra que las raices de
Jp(x), tienen unz distancie mutua, que se aproxima al ni-
METC 17 o

Fl anslisis anterior, puede lleverse a.t;n nes
leJos, con el i1esultedo que par=s x grande, la funcion %,to-
ma aproximandeuer.e 12 formej

t=A cos (x +0)
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1o que significa para J;(s);

J (x)= A cos (x+8)

m : y‘x— ' (]0'
Daremos upa foriaula sndloga yara la funcion

1,(x), recordsudo quef :

(Haciendo B = 1. en formula (3), pog. 233
De (10), sacamoss
x Jﬁ(x) = A% coae(x +8)

_A cos (x+8) dx
A2 /x cosl(x +8)

Efectuendo la integral, poniendo ﬁl..a, y simplificendo

Ym(x) ! B Ben(x-iQ!
/Z

Ym(x)

(11)

Las formulas (10) y (11), permiten calcular
aproxiredanente, log funciones Jp(x) e Y, (x), por medio de
expreaiones trizonometricas, pero solemente en la hipotesis
de velores grandes pere le variable X, ¥y habiendo determi-
nado, previemente, loa valores A,BY &

Ortegonelidad de funciocnes de Besselt

En el parraf anterior, hemos hablado de la
representcién grafica de los fumcicnes de Bessel, y hemos
llemedo rafces de Jp(x), a 1as absclsas de los puntos en -
los cusles dicha funcion se hace nuls.
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Se puede demostrar, que las ra.{ces de la ecua_
cions

3z} = 0 |
existen en mimerc infimito, Aceptargmoa,'e sta proposicién,ya
que su demostracisn no nos reportars utilidad alguna, y su'=

pondremos ‘;uﬁ‘ X1, X2, 13, g xn ses Xreee SOD TB{CGB de di__
cha ecuacion;

Escribemos la ecuacion de Bessels

" l 7 m2 .
Y+;y,l+(1-;‘p)yuo (l)_
enque y' e y" son derivadas de y con respecto a la va-
x
riehle X%,
\ Evidentemente, una solucicn de esta ecua'cién,
seras .
¥y * du(x)
y 81 bacemos X = X, X tendremos$
OO A S 4
i TS P
& 1
pero dx  x,
1 . &
|
luego p el k. oo

y dérivendo nuevamente s
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1o que significa para J(x);

= P cos (x+6
N (10}
fx
Laremcs una foruula sniloga pare la funcio
Ym(x), recordundo quef e i

Y (2) = Jm(xZ/. dx

x Jfl(x)

(Haciendo B = .. en formulsa (3), pﬁ'g- 233
De (10), sacaross$
A /
x Jp(x) = 2% - cos°(x +8)

A cos (x+8) dx
3 x cos?(x +0)

Efectusndo la integrel, poniendo %3, y simplificendo

Ym(x) 4 i) Mnlx-re!
/~
Las formulas (10) y (11), permiten calculer
aproxiredenente, 1os funciones In(x) © Y, (x), por medio de
expregion es trigotonetricas, pero solemente en la hipotesis
de valores grandes pera la veriable X, ¥ habiendc determi-
nado, prevismente, los velores 4, B ¥y Q.

Yu(x) =

(11

Ortcgonalidad de funcicnes de Bessel$

En el parrafo anterior, hemos heblado de le
representcidn grafica de las funcicnes de Bessel, y hemos
llamedo rafces de Jp(x), a las abscisas de los puntos en
los cuslea dicha funcion se hace nulz.
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Se puede deacstrar, que las raices de le ecua_
ciéns

(8 =0
existen en mimerc infinito. Aceptaremos esta sroposicion,yn
que su demostracisn no nos reportars utilidad alguns, y suw=
pondrencs ques X3, X2, Xz, ses Xp ses Xrees SoD rafces de di_
cha ecuecion}

Escribemos la ecuacion de Bessels

e 1 ' m2
' tQ-m g0 (1)
en que y' e 3" son derivades de y con respectc.a la va=
b 4
riable Xx.

] Evidentemente, une solucion de esta ecuacion,
geras ¢

¥ = dn(®

y 81 hacemos X = X, X tendremcss$

A S 4
C Sk i A
x . 1
pero dx xp
i1 4
luego s e =
J x, dx

¥y derivando ruevamentes




Sustituyendo estcs vaelores em la ecuscion (1),
y multiplicando por 23

i
=y |
[ e S PN
ax¢ = x u(xﬁ 12')y0

que escribimos nuevamente s
. 1 2~ - 7 0 2
Escribemos una mueve ecuscidn de este tipo,
cambiando y por %, ¥y X FOT X3
T nes 2
R L o [
$hens (lf, F Jz2= 0 (3)

Recordemos que une solucicn do (1) estd dade
wors: !
& - Jmﬁ)

} de acuerdo con la sustitucion X = x, x, Ppodemos afiruar
que$ -

7 =d (%3 x)
2 =Jp(xr x)

eon soluciones de las ecuaciones (2) y (3), respectivamentes
Escribemos estas soluciones en 1la formesf



2 X

L 1 - |
x [x2"+ 2t +xpx2 -m® ==0

y restercs, dﬂo‘pueB de multipiicar ‘mr los f...ctzrea jadica=
dngs 3

123“+zr'-xr=”-r='+(x§-x§}:::,rzao

Esta ecuscion se puede escribirs p

(13'2-132')'=(r§-x§)1y=

e integrando esta ecnaciou entre 0 y 1:
(’4 ’-’E)[ Xy z dx[xy'z-xyz'

Reemplazando las funcioneS y y Z tor sus va-

-1

lores;

1 -
fx In(xy x) Jy(x, x)dx= Ja Jmﬂr) J xn; - _f:n(xn) Jr;("'r?_
. R

Conelderaremos cdoB nsacol pera eata ﬁ;m.ule.;:'

2) X, #* Tnt Entoncefss

y comos .:u\'xr} = .]m(xn) =0

Jor 88T X =X, § T =X rafces de J,(x) se ovtienes
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: . = &8l -

J_ -

j x J.(=z, %) I (x, x) ax=0 (5)
2

b) L =X 8 En este caro, &l resultado del la integrel, se

bace ludetermiaadcs

Tsndremes que calculer, por tantos

) fu Jm(xr) J;J(zn_) - Ir Jm(xn) J;:..(xr)
L=1 o o

Ir a

Xy "Xn

1era lo cuel, aplicaremos la regla de L’Hopitel, derivendo
con respecto a Xy§ Tendremoss

L=1im x, Ia(x a3 - Ip(xp) di(xy) - xp In(x,) Julsy)
Xr—Xn

Pal

€ Xp
c seas : %J'S(In) - Jy(xy) Ji(xn) - I (x n) 'I;(zﬂ]

2:n

1d 80y - g0 [ Hm L )
Con esto, podemos eacribiz.-;
f; 32z, x) u-%:f (x) _(8)

La ecuécicn (5), escrita en la formas

Lo )
jﬁ Jm(xn x) o I/;Jm(xr I.) dx= 0

ol 742
X (xn)
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para xn+xr, nos muestre que las funciones;

{/x- al®s - x) ¥ /;Jm(xr x)
son ortogonales ern el intervelo (0,1),

Podemos dar ctra forme & las formulas (5) y
(8), que es frecuente en las cplicaciocnes de las Iuncionea
de Bessel.

Haciendo el cambic de varimbles x°= g ; 2x dx =
ds, dichas formulas se transformen enf

ﬁm(xn ﬁ)l. In(x }/s) 48 =0 (N

pare Xp o Xy,
fJQ(xnf—)ds-J'etx) (8)

1A scusciin (7) nos dice ques Ias funciones
Jm(x? |/_a) 7 dm(xp/ 8) son ortogonales, en el intervelo

Entonces, si se tieme un conjunto de rafcess
y XD) oo ess X oo de 1o ecuacion J (x) = 0, se veri_
ce que lss ?umicnas que se deducen de la formule$

Jm(xn l/;)

dende & i, los valores n=1, 2.4ee D,eea T, «es forman un
“ slatems de funciones ortogonales en el intervelo (0,1).

Desarrollc en serie de Punciones de Bessels

51 dispenemos de un conjunto :de reices de una
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ﬁmcic'm de B=ssel, nos es poaible, segun hemos visto, encon=
trar ¥ slstems de Tunciones ortegonales. Si tenemos, enfen_
ces, una funcicn f£(x), podemos desarrollerla en serie de fun A
ciones de Bessel, sprovechendo la ortogonalided de dicho sle-
tema - de funcionses.

Sea su desarrcllo de la fermag

f(I) = hl Jm(xl ﬁ?% hy Jm(la m + o.t-t'ln J‘m(xn }/—I)fuo

en Que X1, ¥2, Xz) ees Xy, SoD rafces de 12 ecuscicns
3 (x) =0 .

: Pare calcular el coeficiente h,, multiplicemos
la ecuscion, oscalarmente por .Im(::tll X) ‘y teniendo &n cuenta
que las funciones del deserrcllo som ortogonales, en el Im=:
tervalo (0,1), obtememoss g

flt(x) J;n (x, V;) dx = hang(xn/;) ax
) - 2

y como esta ultima integrel veles Jw:e (xn) H

1
i
n = e [ e o

Esta fémula'dotomim todos los coeficientes
del desarrollo de l= funcion £(Xx) en serie de funciones de
orden m,

”

En general, se utilizan solo desarrodlos, en
funciones de orden ceroa

Aplicecions ;
Desarroller la funcion f£(x) =1, en serie de
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funciones de orden cero.

L]
Aplicando la formula gemerel fora m=0 y £(x) =
= 1, se cbtienes

1
B = e

Recordemos ques I {xg) = - 3, (x,)
y hegencs el camblo de variable

A LN LU

3 2
de donde sacamosi dx = ?— 5 ds
n

Reenmplazendo en la formulas
e { Xn
- - sdJd_(8) ds
b IE Ji (xq) Jo . ;

cuyo valor esg

2 <2y
4 ;E LN [s Jl(a)]o

o sesg h _E anl(xn)
2 s 91 (an

¥ simplificandos o

h =

' *n .‘Tl(xn) |



|
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"uncicn de P=amel, nos es posible, ugun hemos visto, encon-
trer ¥ slstems de Tunciones ortogonales. Si tenemos, enten_
ses, wia funcicn f(x), podemos desarrollarla en serie de mn
ciones de ‘Bessel, aprovechando la ortcgomlidad de dicho sle~
teuws - de funciones.

Sea su desarrollo de la formag

f{!)‘hl Jm(xl }/I_')i'he Jm[12 VI_) + oood-thm(In ’/;)fu.

on Que X1, Xp, X3, ses X, 80D rafces de la ecuacicns
J (x) =0
Pare calcular el coefl 1onte by, multiplicemos
la ecurcion, oscalarmente por J (r.nﬁ y teniendo #n cuenta

que las funciones del duarrou.o son ortogonsles, en el in-
tervalo (0,1), obtenemcss

ﬁfr) Iy (xy |f3) ax = hnfl Ex fx) e
o] 2

y como esta ultima integrel veles J - (x )s

h = mff(lem(x [)cu

Este fomula’do‘bominﬂ todos log coeficienten
del desarrollc de la funcion £(x) en merie ds funcionea de
orden m,

En general, se utilizan salo desarrollos, en
funciones de orden cero.

Aplicecidns ' :
Desarrollar la funcion f(x) =1, en serie de

)
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funcionee de orden cero.

Aplicendo la formule genmerel para m=0 y f£(x) =
= 1, se cbtienes . ] '

B st
Tl et
Recordemos ques J.-.;(ln) f 1S Jltxn)

y hegenmcs el cambio de variable;

B (x =

A e 2
de donde sacempas dix = 8 ds
=
Reenplazendo en la formule s
2 Xp !
- - J{s J (8) da
" ' J1 (xq) % S

n

cuyc valor es$

2 >
= 8 dy(g
" = Ji(xn)[ 5 )1)

i hn'_aanl(f?l
1 (xn

¥ simplificandos o

x 91 (xp)
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Dende eu e3¢ulde & p los velcres 1,2,3, ees 0, obtenemoss

Jo(m {3 23y, 2o lx ()

X d1 (13_) - = Jy (xg) x 9 (x)

{11-1- T

-

y dividtendo .1 2%

N DA L AN L.
o oy e o

Célculo numerico de Funciones de Bessel:

Hemos deserrollado la teor{e necesaris pere po-
der expresar en forms de serie de funciones de ‘Besael, um
funcion £(x), cualquiera.

Come hemcs visto, necesitamos, pare la reao-
,lucidn de este preulema, comocer el conjunto de reicess
XL, 12, X3, ses X, G la funcion Jy(x), que desermos hecer
intervenir en nuestro cesarrclloe

Para este efecto, se ha construfdo tatlas de
funcicnes de Bessel, en las cuales se puede encontrer la fun
cion que se desee, calculada con apro:imacioa de cuntre o mAs
decimales, pars diferentes velores de su argumento.

Fare la formacidn de estas tablas, se he trebe-
Jado directemente por medic de los desarrollos en series de
lera funciones correspondientes.

Asi, 81 deseemos celcular, por ejemplo, la fuml
cidn Jo(x), para diferentes walores de su variatle, debemos -
partir del desarrollof
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Jo(x) -l - l-l- (1)2 ﬁﬁﬁ(x)hjj% ( )5+ (AR RT ]

« 4

Celculemcs le funcion, por ejeurle, pera el
wveler x = 1%

Agrupemcs los terminos rositives en una colum_
n2, y los negatives en otre. Frimersmente, colocamos en le
columna positive el primer termino gue vele 1,0000, ye que
celcularemos con cuetrc declaales emctoa.{\er cuadro en pog.
255) «

Situamos, luego en 1z columna negativa., el se-
gundo teérmino del deserrcllo, que pera.X wk;~vele = L/hy
Farsa calcular el tercer t.ormino, nm.ltiplicamos el anterior

por Ef (g}‘. abteniendo 0,01%, que colocamos en la pri-

mere columna.

Luegc, multiplicamos este valor por - --- (5)2

obteniendo; - 0,0004, Si desesmos calcElaI un quinto temino, '
debemos multiplicer el nnterior por -E—-(é.) y encontremos

asf el velors 6,2 . 10*° “que queds fuera del orden de meg_
E. nitud que estemos conelderando, ya que no influye sobre lea

. cuarta cifra decimsl. Sumemcs, entonces, embes columnes, se-
| parsdements, y lus: . restamos la colurme negative de la po-

' sitiva, olbbteniend: ;

IO {.J;-. o’ﬁﬁ
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--------

;‘Eﬁﬁﬁl\om—qmu £ OO

15

— - =

- - - ——

-
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+ =
'1,00C0 0,290
0,01% } 0,000k
1,01% | 0,294
0,290k

| 0.5

Damos a continuaciou, uns table de valores de
la funcion J o(x), pars valores de X, comprendidos entre Q y

0,0 0’2 0,1J
1,0000 0,9900 0,9604
0,2 0,571 0, 569
0,2239 0,1104 0,0025

-0,2601 0,302  0,3HL3
0,¥7. 0,376 -0, 3423
0,1776 00,1103 -0,0412
0,1%6 0,2017 0,2433
0,X01 0,2951 0,2786
0,117 0,122 0,0692
-0,0903% =0,1357 <0,1768
0,249 0,296 . <0,243h4
3472 9,139 0,0902
9,047T 0,0%08 0,1296'
0,2069 0,2167 0,2177
0,1711 0,1L1Y 0,1085

0,054k ,09'19

-0,0142

----------------------------
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' - Fodemos observar que, enm el intervelo (0,15),
existen § rafces de la funcion Jo(x ). Elles aproximedamen-
te son:

Iy =2,k x5 = 8,6

; Xi: w1
X =56 xi = 11,8 - At v

Demos por ultimo, las funciones Jq(x) e Yo x),
tabuladas pere valores enteros de X; y comprendidos en el
.iamc intervelo (0’]-531

¥ Jltx) Yo(x)

0 0,0000 -

1 0,401 | 0,0883

2 0,5767 0,504

3 | 0,3%F | 0,399

4 -0,0660 <0,0159

) 9,327 |-0,3085

6 ©0,2/7 |-0,288

7 <0,0047 |-0,02%

8 0,234 | 0,2235 .

4 0,2453 0,2499
s/ B 0,0435 00357

1 <0,1768 |-0,1688

1e 0,2234 |-0,225

13 | 0,003 |=0,0782 :

4 10,1334 0,127 . , 3 ¢
.| 15 | @R | 0,255

255 L7
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LA CUERDA VIBRANTE

Supongemos un alsmbre elastico de longitud L,
extendido entre des puntcs de un eje OX, scperades entre of;
por ups distancie L, Supongamos adamas, que este algmbre se
gepere de su pca:lr“ton de equilibrin, hanta hecerlec adoptar
le forma de ume cleute curve de ecuacidns

u= @(x)

Ea un instante t se dejn en libertad lea cuer-
da a partir del repusc, Jy e8ta comienza a vibrar.

Se plentes entonces el probleme de determinar
la poaicicn de cada punto de le cuerda en cada instante t.

i See la figure, l= imagen de la cuercs vitren-
do,
Debemos establecer una relacion de la forma$

u=f£(x, t)
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ui

T, =T +AT
B e T
Ls L A AR et
P_-7La e
P f .

pere  Jo cuel meceeltencs deducir le ecuecion diferenciel del
mevimiento.

Ilememos €8 2 un slermento de lepgitud de la
cuerce en vitrecicn; euntunces
T L dude
ds = }/l + {C-x dx
y considerando que 3—3— é8 muy fequefio, podemcs despreclar

(g.‘@)dcon lo cusl la ecuacion autericr quedes
x

ds qe, dx

See u la nese de la cuerde por unided de lm

gitud, y sea T l= tension que ectis en el punto P de la cuer
da,

81 despreciemos la sccion de la gravedad sobre
el elemento de longitud ds , podremos encontrar en forma serr
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u.fa la acuacion diferencial del movimientos:

Do la figure, sacawmosf

sen 7 28 AU

s T g :

con lc cusl, la componente ségun el eje O U de le tenaion
en b, geras

<D
{ -]

T

Lot}
H

51 demos & X  un incremento dx_ dichs componen

te variare en unz centideds
[ ]

a -
e PO
ax{ 3x) o

que seré equilitreds segun la ley de Newton yor la fuerze s

e
9%y
yds —x
at=
Izvelendo le2e dcs expresiones ds la fuerza, y
reccrdando ques ds;‘.i dx
pe 0
obtenemos § udr — %= — (T ‘-,3-) dx
at:-'. 61 aI

y dividiendo la ecuacion por u dxs

que representa la acuacic;n diforeﬁcial buscada.
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Vibrecion ;on tension constante § L4

En los numernsos casos en que T se puede consi_
derar virtualuente constaute a lo largo de la cuerda, la ocm
cion diferencial que hemos deduncido en el pan-efc anterior,
se ruede escribir:

-

;1?2 u axé

=
Antes de Integrar esta scuacion, busquemos
las dinenciones de la constautss

L
u
Evidentemente $ [i _ |&recm I
L seg<-
Coidmesa | L [&x
¥y I. L.‘I 'Llon;._ cm l
% 5"
Juegos l?il o c_ﬁm
1.1_ Bes &

lo que nos dice que dicha constante, tiene les dimensiones
de uns velocidad al cuasdredo,

Llamemos por tanto;
LT

(1

Por lo tanto, podemos reemplazer * * v2 enm
la ecuwacion, que guedas : x

9x°  9t2 (6)
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g Propongamos como soluciones particulares de la
ecuacion funciones del tipos

u = X(x) S(t) (7
Mrivando percialmente obtenemoss

2% _x g
I3 ax? ®
y ' ..8_..22 «X a
3t°
las cuale® reemplaZadas en (6) dang
{ v¢ X" s=x 8"
o ; xi’l Sfl_
o blent v I" ""s‘ ;

Recordardo que x y t son variables indepen~
dientes se reduce qie el primer mlembro no depende de t y
el ssgundo que le es igurl, no depende de x. Ahora bien pera
que se cumpla la relacidn cade miembro de 1la ecuacion debe
ger ignel a una conetaute. Entoncess$

2] X" Sut'
hd sl el

S1 tensmos una imsgen de la cuer vibrando,
vemos que en P(fig. de 185 266)

X" es negativo

¥ X es positiva =

Luego la constante es negative. Por lo tanto
Pedemos poner$



.%-—

X es 'pocitiva

con lo cual quedan les ecuecionest

g -u? 3 (8)
. ug y
y x"::_-;—z- X

0 sen, con eeto hemos llevedo una ecuacion di-
ferencial coa derivadas parcielee 8 dos ecusciones diferen=
ciales de derivedes comunes. Resolviendo las ecusciones (8)
obtenenos soluciones ce la forues

it co8
= et
Ben
cos
J - & X
Ben v

que reemplazades en (7) den como resultados;
coa cos

u =

at (9)

<i8
|

sen sen
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Se oti:noe usi cuatro ‘tipos de soluciomes cada
uno de los curlsg ivnds dcr origen & infinites solucioness
Blegiremos eniru esivs L los aduellos que se adepten a lag
condiciones del proLleme y los combinaremos de ecuerdo con
el principlo de superposiciomn.

La variacidn ds lag veriables esta dade por
0ex €L
t 30

Estebleceremos ehora lag denomimadas condicio-
nes en los bordsse Como la cuerda esta fije en sus extire-
ncs debe verificarse ques

u (0,t)=u (L, t)=0

Ldemas debemos conccer la forme que inicielmente tiene la
cuerda, Es decirs:

u(x,0) = @(x)

Tembieén debemos ¢onocer$
u(x,0) = ¥(x)

us=

o lo
i

siendo ;
o sea, la velocidad inicisl,

Lue%o resumlendo las condiciones en losl bordes
del problema seriarns

u(,t) =u(L,t)=0
u(x,0) =¢(x) (1)
u'(xlo) - #(x)

Aplicando estas condicicnes a la ecuscion (9)
tenemoss prra x = 0
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1) cos

0

-

ut
J gen

lucgo 3clo poiemos emploar el velcr son -'.'3_ X ya que debe sa_

tisfucerse indeverdientemente de

[}
v

u = gen

para x = L

0 =s8en 2

por lo tanto, la condicién serfles

wIJ
—=n
v i |
slendo n*l, 2, Jenne
oy
as e D —
O 3eas v 1
cos
n1m
w 21l ¥
sel

v

t, luego queda $

C B
s Y «t
gen
cos
L ot
sen
L

,8lendo un une de les infinites soluciones perticulares. )

Por lo tanto, en virtud del princigic de su_-—
perposicion se tendra como solucion de la ecuacions

u-ﬂAn u,
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y reemplazando u‘n se tleret

~

s 1'.1-Buaan Ty t

Fare determiner A y B empleeremos la segunda
y tersera condicion.

um v
u-fson-~xr\ cca 2% LK1 A 1

u(x,0)=24, sen 2T x = o(x) (1)

u(x,0) = ZB, 20T gen BT

. - x = (x) (12)

Consideremcs el intervelo (0, I.) o Multiplique~
mos (1l) escalarmente por  sen Q-I%.ac « Obtenemos:

ho o 3 o(x) son 4 x ax (13)
o seat p % fo(x) sen E-Lnx dx
n o

Be igual mx;du rare 1L se cobtiene;

Bn.

vj'b 1) aen-iﬂ-xdx ©(1n)

Cemo se vé (17) y(14) son les fomules obte-
nidas en las Serles de Iouwrler para la extensiou dal inter-
valo del desarrollo. Por esto 2 edte tipo de selucion se le
llama “safucion por Serles de Fourier",



Veamos un ejemplo;

€3¢ una cuerda vikuado cuyos datos sonse
r=31;000 cm,’(;»ag Jo= 20
r o X Ut T 2 17
2 a8 ;
5 (=} 4 h
b 4 < h
J--:JO ni="%) En 2nrd'x € 1N~
L] |
5 o
y(x; =0

0 msea trfiemss Lz .cucrids ¢n un punto situado a
un quintc de su lorzitud j 18 soitamos con velocided iniciel
cero. (*Este caso fue tratado tambien en el Cepitulos Series
8e Fwrier),

5 S ik Comn
ih q\“—-.. =
s \\1.._‘ \ft(I) =0
""'-u-..___“_‘-‘-—h‘- -
gt i~
0 an 10 m
se ticne
B =0
n

Celculemoa Ags

10w
A - _.7_;.[_ [{a(x) sen EE{ dx

5
- J
0

lotegrendo por partes ¥ luego fraccionsndo el intervalo de o}
B 29 ydeln a N, obtenemoss
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-110
5 .3 corn_!ff i cu’n};
y 2ol n
57 I b - —
10
EL primer término vale cero ya ques
e(x)= 0
pere x=0 y x =10
Luego:
AT o
e nx S nx
n Y ./‘En cos mdxfen coB o) dx
amr

Por lo tento, le sclucicn do la ecuacion serfas

148

X
L— senp———-ﬁ sen nx cos 100 nt

LA

- O.h
u 2 1nd 5

Yot

Pora dernos cuenta de la convergencla del de=
sarrollo, calcularemos ol valor de los coeficientes desde
n =1 hasta n = 10 y referliremos sus valorea al primero.




Tenemos §
' A, =10 B jasnﬁ'mh 2
1t - phad 9:59
Ap 1 b Ssen 72° 10 h 50
ey Sy 2 e
A sen T2° '
2 - S n et
Al L sen %° 0,10
AEkc,lo Al

Procediendo de igusl modo heste ﬁ.m obtene~
mos le Bigulente tabla de valoress

{
! n AL Apbq (%)

1 1 Rl 6

= 0,0 J’ll s}

3 C,17 Ay 17

by 0,nE Al 6

5 0,00 0

6 0,03 ‘J“_‘l A

7 -0,03 Ay «3

8 '0’03 kl i 5

9 '0,01 J:ll 3 - l
1 0,00 0 )




VIBRACIONCON TENSION

VARIABRLE

CASD_DE LA CAIWM ¢

Conslderemos una cadena de largo L, que cuelge
verticalmente, suspondide fde eu extremo superior. Si en un
irstante cuelquiern, se lu desvia lireramente de su posicion
de equilibrio, ella comienza = vibrar.

Nos proponsuos establecer la ecuacion de su mo=
vimientos Para elln, eligiremos un sistema de eJes coordena=
dos, de modo que el eje (e lus X, sg encuentre orientedo se- .
gun la vertical ascencents, con su origen situado en el pun-
to inferior de la cadena, snupuesta ésta en posicion de equi=
librio, y del eje de las U, vaya dirigido perpendicularmen_
te al anterior.

T

Como en el caso de la Cuerda Vibrante, se ob-
tiene la ecuacion diferencial del movimiento de la cadena,
en la formn;




i ., - 27’] -
2 (m By 3%
: ) e (1)
U ax @&x std
en la cusl, esfe vez; T=ugx

rerresenta la tensi&g que ectue en la cadens, pof aeccion del
propio peso del elemento O F de ella,

Este valor, aunane exacto solo para la posl-~
cion de equilibrio, puede hscercs extensivo &l movimiento,
slempre que la cadens no se’ uasvie, sino levemente de la ver-
tical, durante su vibracion.

Hecha esta aproximacién, la ecuscion diferen-
cizl, se reduce as

-

a_g.)a

)
e

o = ax (x (2)

Pars resolverla, supongamos que la funcidn u,
ses de la forme ¢

ue= X(x) T(t)

Celculemos immedistezmente



.y sustituyendo en (2) :

X T.

¥

N\ i
que escribimoss Ii—i.)_ - gﬁ

¥ rezonando camo en el caso anterior, deducimoe que pera que
esta ecuacion se pueds verificar para valores cuclesquiers de
x y t, que son variables independiente entre af, es hecesa~
rio, que ambos miembros sean lguales a uns constonte, que con
gideraremcs negative por lss razZones ye expuestes anteriormen
tes

Entonces s It
¥ .Lx..)._. = 2.'..'..-- G"
X eT
de donde sacemos; '
TFr 0% T = 0 (%)
2 i
x X' I'+0 Is0 (4)

La ecuacion (3) da como solucidns
T-ﬁlCOSNVE_t-i'-J’ta senp /g t
~ La ecuacion (L) escrita eu la forma:

012

i
I"cr; X'+ T°X=0

muestra clerta seme Janza con la ecuscion de Bessel, para
m =0, g ; :
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Tretaremos de reducirla & esta ecuncio'n. me -~
8isnte el cembio de vaeriablej

x =8 2° (5)
en que & ©8 uUn perémetro que determinaremos.

-

Escribimos en seguids:

I'td_.l; g.x; = az
dx d dx
¥ camo d.x-?a z dz
e . 4
2az dz (6]
Ldemas
F.Qemasi xn_é-}_'-él' d_z'ﬂl g|
dx daz * d&x 2az ° ads
Pero de (6) sacmmoss
ax' 1 dex . o ax
dz  Zsz  dze 28 2¢ dz
=l
X" 1 (dI " 1 61)
yaz2 dz z (n

Reemplazando entonces, los velores de (6
cion que intentamos resolver;: ( )7 (T enle 0O

1 d2x ax
az

o
Lae ze ‘—2"5 sy, X w0
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o seaj dez + 1 - ST 0® X=0 (8)
a? 2z @

Para obteuer le ecuacion de Bessel, en su for_
me conoclda, basta determiner a de modo Quef

la % =1
De ‘Equi sacamos § a = ;ﬁ
y sustituyondo en I('E), tenomos s

x = (ro—)*

o aea; z -2wl/x

. K
La ecusclon (3) se reduce com esto &

2
S G Sl
dw? g dz

¥y 8u solucién,' segun se ha visto en el Capf{tulos Funciones
de Bessel, esta dads pors

X=Cy JO(Z)+32 Yo(!.}
o8 docir; X =0 J o(2elx)+Ca Y, (20 /)
Debmoa combiner ests eeuscion ,con la solu-

¢ién de la ecuacidm (3), de modo que la funcion u, que Lus=
camos, contenge cuatro constantes arbitraries.

Escribiremoss

u=Jdg(20)/x)(A cose /g t + B senwfs t) +
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+'Y (2' /—)(Ccosﬂ/g t+D senpl)fg t)
Debemes determinnry a coqt.im‘&ian, las conatun

tes de muestre solucion, lo que efectubtemocs ton syuda de les
condicionss iniciales y de las condiciones en los bordes.

Observemos, priueramente, que para x =0, el ve-
lor de muestra fincion u, debe permepecer finito.

- 31 recordamos que lafuncion ¥ o(X) se hace igual
e - , para x=0, deducimos que dichs furs icn no deve inter-
venir €1 nuestre 3clmion, por lo curl debe variﬁcaraes

cC = D =0
XA

|
)
{-1

(0,L)

-~

P(u,x)

de modo ques

u = JO(QQG)(Q coaw]/; t+3 senu/-s t) (9)
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2 -
Le condicidn en el berde superior sere s
u -IO are f x=L
con lo cuel:
J (2e Vi)(é cos @ I/_t + B aenuL/—t)' =0

Como esta ecurcion debe verificarae para todoa
los valores de t, deben .sers

JO(E uVIT) =0

De modo que: o
2w }/L

es una rafz de 1la ecuscidns

JO(x) =0
Sea entonces: R TR I 5
de dondes
o= 0 (10)
2 /1

Recordumns ehora, que la ecuacions

_ I (x) =0
ten{e un nimero infinitemente grende de ra{ces, de modo Que
cada une de ellas ve a producir una solucion particular de
la funcion Ua

» Reemplazando entonces w en la ecuaciép (9),
escribamoss



L
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o " ‘Io(i—g /) [."‘n coR ;Q ]/’é—'bln sen
. PNV

y en virtud del principio de superposicion, egtablezcamos la
solucion general, en la forma:

-

w
u=23up

o Be&$
m Ee ; )
u=‘i} Jolxn ¥ %) [An cos ;.E /%t. + By
-
x
gen 52 4 % t l (11)

Debemos deteruinar todevie, las constantes
hn 7 Bye Para ello, eeteblezcemos les condiciones inicialess

Supengemos que pera t=0 se verifices

u = f(x)

¥ — =F(x) (12)

Derivendo, entonces, la ecuacion (11) pereial -
meute resgecto & t:
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. Haciendeo t = 0 en este Wltime ecuacion y en 1la

ccuazddn (11) y en’s:d> en cuorte las ecuaciones (12), de-
duc imos } s

%0 %
)= 2!2- Ln JolXp V%)

ot = (13)
. It s O Y
F(x)=——2 % By Xy Jo(xn'/f )
e yL 4
Debemos investiger, shora, al las fune icnes

de Bessel que cparecen en cstes sum=s, eon crtogoneles.

* ’

Demostrafmca an ol Cavitulo Be pag. 403 que
seiu y% que oqui pondromok L | Xy eran reices
de la ecutcions

J

o {%) =0 - A

ge verificebat

Jo(xy Y/3) o0 (x Ys)as = 0

(o)

pare X, ¥= Xy, ¥

1
2 i 2
J 3 | B)¢ -
.f . (% /)ds Jl(xn)
Q
Hegamos on edtas . ecuaclones el cambiod s= %,-
ax
ds = i:—' .
Obtenen:s: (J- = =
-}I—."P J,(%n /f .Jo{xm ) dx =0
0
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La primers de estes ecuccicnes, mueotre que lag

funciones que aparecen en las sumas (13), son efectivamente
ortogonales en el intervalo (0,L), de modo que pera celcular

Ap, basts multiplicer la pripere de lus ecuacioues (13), es-
calarmente por: dJg (Xp L) para obteners$

y después de reemplezar la ultime integral por su veler

An ff x) .Jo('c @ dx (1#)

LJ‘:I':}

Para calcular En, rnultiplicgmoa escelarmente
. por Jg (xn ‘/7 le segunde ecuacion (13), § eucontremos.

j 2 1) e d(x, ‘/ :r. %sz

(*n I/ or ax
de donde obtenemos deSpués de reemplazar ls ultima ipte-
grzl por su valors

SR ';"E(.a:) ody(x ff—l)dx (15)

La solucicn £'r=l fe ruce*ry prohloma eg, en-

toncess
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VIBRACION DE UNA

MEMBRADNA

‘

Coneicorencs une membieps eldstica, extendida
scbre un morco cliculer de radie conocido,

- S1 en un lnstaute dado, deformemos esta memirae
ne, haste hacerla adopoar  la forme de una supserficie .co-
nood e, cupa ecuaciop rer de le fame: u = £(x), y-luego la
de =00 90 et r-'-ad ella couivnza a vibrer, mentenisndose
si.nat. dca restecto @1. eje Que pasa por su fentro, en direc -
c:.: PeTperdicriar a eu vssicion inicial, en virtud de la
carl 2160 Qe horos Jrpuesto a la ecuacion de la superficle,
Jde Gepeuder solamente de le verishle X.

Nos juorondremos eatablecer la ecusci’n del als_
tema en movimiento, yvere lo cuel deduciremos primercmonte su
ecvac jon Alfcropcinl,

Sea, para scte objeto, u 1la maca de la mem~
bropn por unided de superficie, y seéen T y Ty, l2s componen=
tes horivoutales y vertical de la tension tengencirl radiel,
por unided de lerngitud, a jue estd sometida la membrena.
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Consideremds, entorcrs, scbe la surerflicie Ce
12 morbrara, un crnillo ds espesor radiel dx y situqos dos
Funvos £ v @ sobre ella, de modo que se proyectsn horitcatal
mente, sobre uan misme radio.

De condiciones puraments gecme'tricna srcimoss

Iy o R
i ox

o sec$ T =7 -2

Ahore, coro estas  tensioren, estdn wefcridas
a la unidnd de lorgitad, podemos aflimur, que la resultunie |
de las tensioues vervicales en el eniijo de radio x, est

¢=2n xT (1)

£1 yasar del efrculo de radio x, el de redio
X +dx, dlcha tensign veriara ds una c"r'tidad ds que obtende
mos diferencisnio la exrrceicn antericr:

Lo et
o |

]
dr =2 n T i 7 (I a’%)
Peta eors la expresioa de le eccldn total de
lag ,tensionea proiucidue en el an.tlLu dv wepGHEor radial dx ,
segin la dirsccion vertinel. Segin el vineisio de ]"ev"a-*,da-
be cumpliree;

4 2
2 ou - x nd U
TTT-Q(xax) dx =2 mx ax LJ.Ia
3 .
u _ 1 a A,
o see§ x & oo
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u =F(x,t)

¥ desarrollando la derdvede y fuege dividiends por x;

r ‘:-
Geu_[g ¥u .1 8y

o6 x

alie s Sy A
donde pondmmoa para almplificarg I = o2 sncontrando como
ecuscion finalj u

-,

2 URE A T W Ay -
o7 [p*fﬁ'J (2)

Para recolver esta ecurcidn diferencinl con de_
rivedrs parclales, supomgrmos que la funcion W, puedn expre-
sarse en la forme

u =X(x) S(t)

211 "
Calculemos bys -} *3 -8

R
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3 _ v
by =X' 8§
22y

=13
ar
y reemplacemos estos valores en le ecuacion (2) 3

X 8" = o2(x" 3+% X! 8)

Dividiendo, ahora, por X S:

§'_‘_= 2z 1 %
T Az a
o »
Qbaervaremoe que el primer miembro ee aclamsuw
-funcion de la varishle t, mientrssel segundo lo €8 solo de
x. Siendo embes varieblea, independientes, entre si, diche
ecuagion solo puede verificerse, sl Anbos miembros son igua=—
les & une constante, que supondremos negatiw, come en otros

problemas de lz miems especie,

Tendremos ¢ "
B2 o By e
5 Uy *: P o
de donde sacamoss 2
5"+ @ S =0 (3)
X" 1 X' ‘.2
; gt pEaAlF i
AP K
c
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y dando forme entera:
" .
e S0t Rl o B ()
La ecuscion (3) tieme por solucions
S=A; coswt + Ay senat

Tremsformaremos la ecuacion (4), por medlo del
cembio de variable}

t=sk x dz = k dx
. dx dz dX
Vg et @ s —
Entonces § X = 3 k az

. o 2
xl,k%.d_z.-kau
. az dx az2

y resmplazando en le ecuacicns

2.
g-g—-+l——-—dx¢x=0
dz 2 dz

que es 12 ecuscion de Bessed para m' =0,
Su solucicg, es por tantos
X=Cy i (2) +Cz Yy (2)

es decirs X=Cy J, (k x)+Cg Yo(k x)

¥y combinando esta ecuzcioén con la solucion de (3), obteme -
mos la ecuscion con U4 constentes en la forme$

u=J,(k x)(A coswt +3 sen ot) + Yo(k x)(C cosgt+d sen wt)
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Eatah].ecaremos las condiciones en loe bordu, r.
las condicicnes iniciales. En primer término,observemes que
parse ¥ =0, dememos cbbener un valor finito, I=rg nuestras ﬂ‘
cicn u, Esto eaxige: C #D=0, yn que la eparicion de la _
cion ¥, (.c %) ea la «.:chmn, darie un velor infinitamente .
grande de 1, pard X=04

! 31 tritasemos el ¢ago de e membrans enulsr,
se tencriz; C S Dm0, ¥ 18 funcion YQ (k x) eparecer{a en ls
scluc we; wra dete mir.a lns constantes, observeriamos que
ea sete cary existirian condiciones pere el borde interior
dsl erillo.

Volviendo =1 caso presente, tendr{smos, con es-
tos velores de C y D:

u=dJ(dk x)(% coe vt + B eon & t)
Nos falta determinar laas constantes A, B y k.

Impondremos 1~ condicion de velocidad nula en
el instante iniciel,

Celculamos
Au
E’,ch,(Iax)(-n wsen wt + B wcos pt)

¥ hsclendp © = 0, obtenemoss

3B J(kx) =
] n( x) =0
y como wd (k x)#0
nos resulte B=0, con la cuel la solucion se reduce ag

g W ; u=AJd (kx)cosa t (6)
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Para determinar k, observamos que u =0, prre
x =R, siendo R el radio del marco sobtre el cuel ve fije la
~ membransa .

Entonces ¢
; £ Jo (K R) cos wt =0

¥ como ests ecuacion debe verificarse pare tode valor de t$
Jo (k B) =0

lo que muestra que k R es una rafz + de 1= ecuscion;

Jo(x)=0
Sea entoncess ' kK R= ’Q
x
de  donde sacamoss k -—55
¥ camo definimods k = -;E—
x
& ,duc imos ¢ o i nac

Tratemos de determinmer las primerss frecuencies
Propies de la vibrscion de'la membrans,

Debhemecs descender ‘mmenténeemante B un C&80
perticular, fijando valores numericos 2 las centidedes cono_
cidas del prowlema,

Supongemos que R =) cm,

T=14,7 , 10" &ipas
: emj

u=20,3% -E%'
cm
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Con estos valores, nos resulta:

. 2 :
e = E- hg .mh En._
" u 9632

c =0 SBe .

que muestra que la constante ¢ tiene las dimehsiones de une
velocidad.

Sabemos que las frecuenciss tlenmen por expre-

sion;
AL,
B TR
. c
O 868} %'_2'1??711'2’786 Xy

Lhore blen, Le ecuzcion Jo(xl <0 tiene prime-
rea reicess - ._

£o ™ P _
Xz = 8,654
xy =11, 792
con lo cuels hl. =.6,7 ' D5 - 241
52=15J1' al’ -?,8

Volviendo a2l caso ggnaral, sustitufmos los va
lores de k y de @y €1 la ecuscion (6) obteniendos
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’ L ?‘ﬁ" 1)°°5 -"“ t (7

Conio Upa c.onstihzya uoa solucidn perticular de
1a acuacicn diferencial de lo membran=, podemos dar e la 86_
lucion goeneral, la formaj:

| i+ S b
y reemplazendo wy, de (7)

u ¥ ?An Jo(;E x) cos %ct. (8)

Para detemimr A_. Trecordemos que en el ins-
tante iniclal, 1= ecuacion de nla superficie eEté dada por;
u = f(x)

de modo que haclendo t =0, en la ecuscion (8), se tienes

: ! : f(x) = ?An‘Io (;—2‘ x)

Escritemos, shore, las formulas (5) y (5) de
PAg. 290 (Punciones de Bessel), em verisble s, y eplicadas
al caso m=Q ¢

r.] (x 8) Jg(xyr 8) ds=0
175,
fs -TQ(J:n s) ds 1=§- J'Q(In)'g JQ(’&,)

Hogemoa en estas formules el cambio de varia-
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Encentranoe ‘
,'0/3!: "o(ai x) Jo(-,;- x) dx =0 ©)
! 521" I f &
[‘x Jo(il'- x) dx = ff‘i(‘n’ (0)

Volwendo 2 Ln ecuac ions
@ %
£(x) = ZA I (g )

]

vemos que si considersmos el 1nt.&rvalo (¢,R), y multiplicn
mos esta ecuscion escalormente pors

- (*n
x Jo(i... x)
en dicho intervalo, obtenenocs §

: K %
[ 2 3o (28 x ) =hg fx 28 x) &

o

y despejando A, después de reemplaz:ar el velor de' est.a ul-

tima integnalj

...r

——r— nf(x)J (__ x) dx 5 (}1)
R4, (x'.! 0

Les formulas (8) y (11), constituyen, por ta
t0, la solucion del probleme,

- oo -

Rh
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