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2l decidirung a ordenar en este volumen las di-
versas mnteries que el pofogor O, Cerlos drandjot he desa -
rrolledo, &-trwves ue Lo i en ope ha dictado su Catedra
eu las fiscuelsas de Jogenieria "¢ lar Universidades do Childe y
Catolica, he si1do m.entre principal chbjevive ¢l de simplifi-
car 4 nuestrus compufuros el estualo un tanto diricil, perc
siempre interesante del curac de "Complementoe de Matematicsas
Su pu}rlorea A5 “ =

a E1 1ibro ha sldo divldido eu cuairo purtes des-
tinadws = sgruper entre si los elementos houcgenewe del curso
de Conpleuwentos,

: fsf, la priuers parte: "Métodos Mumsricos y
Graricos” esta destinadu a iustwulr a los alumnos en el ugo
y coprocinlento de nunercece metolcs de matbmlti-:gs ap licadas
¥ que sou couplemenio indlspeisuble de las matematicas puras
estudladas en los afios anterioros.

Ia segunda parte; “"Estudios Funcicnales” tie-
ne como objeto pouer en contacto a lcs estudlantes con tipcs
superiorss de funciones, que lus soran de gran utilidad en el
estudio y resoiucion de los problemss de la Fisica Moderna.

le tercera parte: "Icuaciones Diferenciales”

cons tltuye un capitulo destinado & complementar con metodos
especiales, de orden practico, los estudics de ecusaeiones

-
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diferenciales realizados en el curso de Analisis Infinetesi-
mal,

Por ultimo, la cuarta parte: "Ecuaciones con
derivadas parclales de la I‘Iaica. Mztenatica®™, es una aplica-
cién & problemes de la Flsica de las materias pasadas en log
capftulcs enteriores del libro. .

¥ No nce habrfa sido posible legrar la publica-
cion de estos epuntes sin la desintereseda aruda de loe ,com-
pefierocs, tantc de la Univercided dc Chile camo de la Cetdll-
_ca, que smablemente accédieron a racilitarnos los apuntes to-
radcs a mertrn nrafenor en afioe rntericres a" weestro. A to-
dos elios wenifustumes, por gadlc 4G CslEas piginas, nueat.ro
més sincero sgredecimiento, -

Dedicumos esie ilvro a nuestrou profesor Dr . lar-
lcs Grend jot, sin cuyo incondicional apoyo e ineprecisble ayu-
da.nd h: b:{amoc pciido 1llegar” 2l resultade que hoy les presen- -

temes .

luis Court Moock Jorge Silva Matte

Santiago, Junio de 1950,



LSl I T W S S T TR T T Al TP RS

P RS R OA.C X O

al entregar al publico lca ap1mtea de mis cla_
ges de Louplementce de Matematices Siperioras redactadcs por
1o dem?® en muy bucra forme por 133 gedores luls Court y Jor-
ge Dllva no 1o hego slu clerta hesitecion, por temor a la im-
preslon des favorable que podria producir la imperfoccién de
una publicecior hecka a bare de sjuntss de c¢lwiu; pues, para
le palobra habladue rigen ctras normas que pare le palebra es=
crita.

tero en blen de mis estudlantes no puedo re-
tarder mas la entrege de enta cbra, Fs pers les sea de utild-
dad yarticulamorte on victa de la ciricultad constante gue
tienen eu oncontrur liferasturs de camodo acceso para comp 1o~
mentar Aug estudice .,

Expreso. la esperanza de que la presente obra
no solo lee facilitc el mprendizeje de lo lewss obligato-
rica del progresc, slmw que desplerte el intsrés por las ma-
teuwstic as y sus apliceclones o lo hega extensivo & temas me-
nce conscldoe, en prwe"hc de la clencia zctual y futura,
Adenla creo que les OiTrezco un texto de consulta para to-
da su carrera, un-libro, rues, que. a2 convicne rev‘.ndcr al

finel dol &fic en que se cursa Canplomentos de Matematicas Su=
perlores.

Por las iltimas razones me parece que la obra
'podra encontrar amigos entre todos lce que ticnen gusto por



las Hatematiuaa Vaya dirigida a ellos una hrwe advertenciaz
Por Iz »'a'cion intermedia entre 1rs Mate::aﬂ eas puras y apld-
cadas Le *s-1do que buscar una solucion prudente al problema
del rigor de las deducciones, De hscuo ne 4ratado de no sacri-
ficarlo totalmente en blen de la comodicad o dcl epurs con
que ¢l Ingeulero desea llsgar a resultados de aplicebilidad

irmediata. -
Deseo {inalmente, que el lactor coumprenda que

no he nodido der teovias completas; sirva nl th:» w3 blen
perc e iriclacitn al estudio do les Mitewdsicus "ac desin-

teresadua”,

Dr. Carlos Grandjot

Santlago, Junlo de 1950.
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METODOS Y REGLAS DEL

CALCULO NUMERICO

En este capitulo veremocs algunce temee indepen-
dientesn entre si, pero que tilemnen relacion con el calculo nu=
mérico.

REDONDEO ¢

°
Cuando se qulere calcular alguna cantided, ee
le exige a ésta clerto nimero de cifres decimales o bien de cf
fres significativeaa. Si se tienen més de las necesarias hay
que recurrlr a redondear dicha cantidad. Ias reglas por las
cuales se rige el redondeo sons

Cuando la cifra por redondear es mBnor gque 5
se aproxima & la cifra que antecede a la que redondear. S1 la
¢ifra por redondear es mayor que 5 se aproxima a la cifra su-
perior a la que la antecede, For ultimo, s la cifra es 5 se
procede de tal modo que la ultime cifra que se escribe sea

par”.

Veamos a2lgunos e jemplos s

Queremos redondear:

7.126 .87
ge tlene: 7.126,9

7.127



"

Fara redouduer;
2, 1415 hacemos = %, 1l4&
%, 1465 hacemoe 3,146

OTERACIONES CON NUMEPCR CFRCANOS
A LA UFIDAD: o

. Seen & y @ centldedes positivas o Inesati-
vas pequefias cowparadas cun la unidad,

Teremcs ;
(L+3) (L +2)=1+b+ &

puesto que’ b€ serd despreciable. (El siguoas se lee "apro-

xinedemente igual),

As{, por ejemplost

1,008 . 4,001 = 1,0052
1,05 . 097 =10 i
o R O A o 1

Particularmente 81 tenemos;
s - n‘ 3 '
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de la cual ouilsiemos
1

Por lo tanto se veriflca que:

£ jemplos ¢

For wliime tenemos:

Por ejemplos

V15 :967 ~

-7-

(kse) () <sg)nzil

'Wl-t

l+c

(LA (Toe) "1 9B 98

1 =
3—,\)0\:96 0:99901‘

1
0,92

1,00%5 ; 1,0053 = 0,9982
$ 0,997 = 1,015

" 1,08

0,008

(1+ 6)2:_:51 + 2%

1
V1461 » 58

0,992° = 0,984

0,9986 = 0,9993
y 1 - 0,000 = (1 -0,001) = 3,996
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ESCRITURA DE DATOS OBTENIDOS EN
EXFERIENCIAS 3

En los datos obtenldce en experienclss no es
Hcito agregar & las cifras, cercs a continuacidn de las ci-
fras significativas. O pea, por ajemplo;

3,6 #= 3,600

Esto se debe a que el ogerador al colocar el
valor 3,6 quiere indicer que el valor esta comprendido entre
3,59 ¥ 3,65. En cambio e1 se coloca 3,600 quiere indicar que
esta couprendidc enire los valores 3%,5995 y 3,6005, lo que co=
mo se comprende es muy diferente.

Se puede eacribir simboliceamente
x = 3,6 20,05

en vez des 3,55 < x<3,65
PERCTISION EN 14S COPFRACTONES CON
CENSLDATES MMERTCAS 3 .

1) Sume v restas Sean dos cantidades 4y b. Designe-
mos Bus errores absolutcs por A8
y Ab,
S1 sumamos ; res tando;
& % N a + Ae
b _* Ap o A Ay T,
a+b 2% (Aa * Ab) a- Db +( Aa+ Ad)
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- Iiego al sumur y restar se suman lo8 errores
abpsol:tos ,

2) Lrras pslativoy Lrror relativo de und cantided es la
~az0n entre pu error abeolut-o y la can-
ticdad medida, O dex lo definimus cowos

- w8
&
Se tiensi A
; ; & 2 ‘Bs -a(l:—f)

ror ajampio 8l tenemus s
433,8 £ 0,3 = 433,8 (1 ¢ 0,0007) = 433,84 0,7 ®/op
¢l error relativo es 0,0007.

For 1o tento, del error absoluto se pesa al
relativo dividieado por u; ael relativo al sbsoluto se pasa
multiplicando por a. |

Veremow otro e jeuplo pa.ra observar la varia -
‘cién del error relativo,
51 ea. tiene s
100 * 0,5 = 100(1 & 0,005) = 100 % 5 °fs0
9,09 % 0,5 =9,99(1% 0,05) =9,99 % 50 °/oo

En el primer caso el error relativo es del 5
por mil y en el segundo e¢8 del 5 por ciento,

En generel, con trea cifres significativas el
error relativo es del orden del 1; 1,000 y con n cifras signi-



- 30 =
~fMcatives e de) orden de 10°R,
3) M 444534 cen 1:_:;; Soa el proiucto ds dos cartidades ¢

{a« £ nal (b 2+ Ab) =abtla Abs b Ooa)
aab[l(_&—q{ + ._..‘3_0)|
a e

Tuego, al multiplicar dus cautidades se suman
Bus errores reletives.

L) Divi=idu: Tensmos §

a 1_‘-\_5 - & l_ Aa L
bR AD . u o BUEE R

0 see al divldir taabién se suman los errores
relativos.

De"3) y k) vy tomaudo en cuents lo dicho 8l f1-
nal de 2) se desprenie la convenlencia de que loa drs térmi-
pos de un producte o cuoclcoute tengan 1gml numero de cifras
elgulficatives, y que el resultado no podré tener més cifres
gque los factorea,

5) Fotencles: Supongese
(a 2 53)2'
Se tlene: (at Aa)® = 2% 28 Aas Aa)?

( Aa)e- despreciable,
luegos (2 T Ae)2 =22 (122 ..'%P.).

De igual modo; - '
for - fiasd 4y
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OBTENCICN R.APICA I RE3ULTADOS;

S e )~ S

Vevemcs aqui como obtener répidemente el re-
sultado cuando sv multiplicen entre a{ clertas cantidades.

_ Elwvaciin al cusdrado de mimerce terminades em
5% Sea un numero (10 a +5) cuyo cuadrado gqueremos Cbtener.

" Se tlene: o 5
(10 a + 5)€=100 &+ 100 a +25

=100 ala + 1) + 25

Liego meutulmente podemos obtener el resultado
dmltiplicando la cifra a por la que le sigue (a + 1) y egre~
zandole 25 a la derechea.

For e jemplo}
65° = 42 25 = 1,225,

Apoyéndonos en este mismo método podemos re-
solver mentalnmente el siuglicnte productos

67 63 = (65+ 2) (65 - 2) =65 - b=k 221

Elevacion al cuadredo de mimerce por desarro-
llo del b:lnr.'mio;

oea, por e jemplo, elevar al cuadrado L7,
};7 = (40 + 7)2 = 1,649
5%
) ﬁian 4R = (50 - 3)2 = 2.509

209

e
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Cuando trabejemos con centldedes cuyas cifras
decimelss son sproximadss o de las cuales no tenemos seguri-
ded podsmos hacer més breves les opereciones talse como mal-
tip s ‘e, divicly y extraer rafz. A continuecion vercmos al-
gunus metvoucs para trabajer con esas cantidades en forma abre-

vieadsa.

OFERACIONES ABREVIADAS;

L

1) MiLITPLICAC TON 3

——

SupOngase que queremos muitiplicar 60, 79 por
4,133,

Se tienet

| 0, . b,1%
€43,
' 6 Op

En vez de multiplicer normelmente, multiplica-
mos 60,79 por 4, luego por 1, por &, y ﬁnalment.a por 2, co-
rriéndoncs & cada nueva mltiplicacim una cifra a la dere-
che con el mimero inicial,

El resultado tendra tres cifras enteras (60 .
L = 2L0) y calcularemocs dos cifras dscimales,

Iuego, 81 en la primera corrida contemos 5 ci-
fras (3 enterss y 2 decimales) y de allf ba jamos una verti-
cal, todes las cifras situadas a la izquierda de ella ten =~
dven influercia en ol resultads salvio & 3o que a reserva de
cantidades se refiere.

La multiplicecitn la empezeamos al revés (acmen-
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-zando por el 4) dado que es este producto el que més importam
cia tiene en el resultado por der las cifras de més a la 1z
quicrda. Luego para evitar la perdida de tiempo del caso ante-

Tuor procedemos como sigue:

BN o OSSN Y

Maltiplicamos 60,77 por 4 r anotamcs entero el
reeultado, luogo mulitiplicemos por 1,perc colucuamos un acen=
0 gnure el 7 y el 9 para indicar que ahora comenzemos por el
T ev vez dol 9, perd arrovimando la prirers cifra. luegos mul-
tiplicamos por 3 colocando un acento c¢utre el O y €l 7 para
indicar que partimos del O pero considerando que 3 , 7=21y
quc  hay de reserve 2, colocamcs sstc nimero en vez de 0.

De 1guul wodo se vrocede hesta terminar la operacion,

Su resultado ess
601?9 . h113-3 5 251:3

Voamos oiro cago como € Jeuplo.

45,67 0,315 »
1137 01
% 5 |
4E€ 1.0
22 |
174 2%

Tuegos 45,67 . 0,315 = 17,42

Se abrevié en forme similar que para la ml

2) Iivisidm,-
tiplicacion, AR vez do agregar cerce al divi-



~dendo, se divide cada verz por 10 el divisor. Pera nuetrar
el método vercmos a.'lsu.naa eaemploa.

60,79 431'3'3 = 24,71

Mvidimos 60,79 nor 4;137, E:;t.i contenid> ab-
1o 1 ver, Gele ‘o6, Ecta cuniiled la dividimos por ki3,
Zsti. .c

C 2ohr At iy »e\.aa ¥ BObra dqa #sto lo dividimce por
b ¥y Gl e la teTranar 13 '11?53‘0'1

Veiewce otro e jemnlo:

- 1,000000 : 3'6€'S = 0,00273276
2 v !
1450

3550 v,

265 : o

. 25 v,r/>\ -"'
- _..h s
%) Extraccifm__d.g ralz Ecte cwe0 es enteramente similar
cuduroia: a log anteriores.la abreviscion
consiats qre en lugar des bajar
dce cercs cuendo coulenzan las cllras declmzles, se divide
el divisor correspondiente por ;/100 o sua 10

Veamos un e jemplo.

[/ 10.000000 = 3,162 X
100 3 61

.

300'0 s 625
1 k00 3 6%2

1 7% »



~ segln la teor{a deberfamos seguir; R
- ‘ 1756010 ; 6724 : ' A

en vez de esto no ge rgresen los doo cerces al dividendo sino
que se suprime la Gltiua cifra del divisor. O sea:

17%6 : 6'3'2'h4 =278 7
kg1
L8
00

Iuegos I/-B- 3,162278

Yeamos otrc ejemplo:
L —
{1r30058007 = 1,159,917
34 ; 2l
3558 . 2 P25
229 07 : 2309
21 2600 ; 2318
L0
17

En el diviscr do 12 cuarte ifnea debia ir un
9 al fiacl, perv no 1o ponemus ya que en vez de agregar 1los

dos cevea al dividendo, dividimos por 10 el divinor. Tuego se

sigue dividiendo en la forma 1adlcads anteriormmente.,

Iuego en el esquema de la extraccitm de rafz
ge evita la parte achurcda.

R

. u/'x

' ! ,, .r/"

\-4.:,- ;’\\




COMPIEMENTO A UN NUMERO:

Este método se usé para restar una cantidad
cualguiera a unae centided formada por una cifra significati-
va segulda de cercs.

Vezmos un ejemplc}
500 .000
-~ 6k4.307

435 .593

Se escriben los mimeroe de izguierda & derecha,
0 sea primero se escribe el 4 y luego debajo del 6 se coloca
una.cifra tal gue sumala cou ¢ste de ¢ (o sea 3), Debajo del
4 se coloca una cifre de mode gue la suma de 4 mie la cifra,
as 9 (o sea 5). /8f ge siguc hesta llesur & la Gltiua en la
cual las dos clirus dGevei swuar i0,

Eeto se 1laa buscar camplewento & un mimero.
Sea el casc de un logaritmo,
- (2.%0102)
0 sesl - E.QOOOL'
i
luego: -(z.%0102) = 1,698
Supc'mgaaa que queremcs calcular la expresion

&2b

.

Tomando lcgaritmo tenemas :

21::3 a+log d-1lge - %"hgd



suponiendo que los valores srribe nambradcs scan dadoe .,

1l
Como log ¢ y ; log 4 deben regterse tomamosc
canplemento & 3 y 1 para aejsr mantisus positivas y darle el
signo & la caracterfetice, lusgo sumando 3 obtiene el resul-’
tado,
2
' ab
g —— = 3.9%

c a
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ESCALAS FUNCIONALES

REGLA T CALLUIO

'TEFES.ENTLALIOIH LE Ul BUNLION POR UNA ESCATe;

— — i —— —

Supc'n.guse lu funcidn

no

_ £(u)

Formemos 1la tablas

i
L
| &
™

W

Rl 5 7 8.9 18

u 6
gl S BEEEL SR S SRR -, R (Y [ G G s
Inego 8obre un ede 0 X nisemcs dseede el origen
O, ¥ en une escala axbitraria longitvdes iguales a x = u=.
En cada unz e JJ.., Tayus colocEmos el valor corregpondiente a
u eu vez dzl ul, Eat.o se ha efsctvado mas abajo tomando co-
mo egcala m =1 cm. Esto so llara recprescolar u por una es-
cala,

L e i ; : ]
i 2

[~ =

L A

En general, toda funcidn f(u) de una variable
W, puede fer representada por una escala. 3ea

u=u; up  ug by 08
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00 «
f(u) = f(ul) f(ug) f(uj)

S1i sopre uu eje 0 X ditu} jamos desde el origen
longitudes iguales a x =t(u) y cada divisicn la merceucy con
el valor de u se dice que la Flg. 2 rcprusenta la funcidn £(u)

por una escala,

£(u) -

| 1 L

o) uy ugp -+ ug Sy
Plg. 2

la escala unlforme es nn cano especial en la
cual f(u) = u, Flg. %. \

o

Qe : e
o 1 2 < G 5

o

e .. 5

| : Entre las fuucionss mas importantes re cuenta la
funcion loger{tmica definida por:

flu) = log u

Vil - SEReia SR K
Fi-g. h
Una vez marccda la cscala ¢n los valores princt

pales, para estimar los valiores de u entre marca y emarca hay
Que recurrir a la interpolacidn a ojo. -

ESCALAS FIJAS:
Se puede representar una relacion entre dos va-

L]



-riables de la forma v = f{u) dibujando dos eecalas v y f(u)
a embce lados de un mismo eje o bien en ejes paralelos, usan-

do l& misma escala y midiendo las distancias desde un mismo
origen.

Veamos un ejemplo. Si C son grades centfgredos
y ¥ grados Fahrenheit, se tiene; 1,.8C= F - 32,

Dibdu jamcs las escalas uniformes
x =(F-3) yx=(18C)

a)amboa lados de un mismo eje y desde el mismo origen, (Fig,
5).

of 5 50 100 150 200
'.l i ] l._nl i L] r. i L i ] l' i 1 ekt A 1 |
°C ! o 10 20 30 40 8 60 720 &© %X 1loo
Fig. 5

Los puntos marcados conC= 0Oy F = 3 eoinci-
den. For medio deesta figura nosotrcs podemos convertlr grades
cent{gradcs a Fahrenheit y viceversa,

ESCALAS DESLIZABIES ;

Sean dos funclones f(u) y F(v) y dieu jemcs sua
escalas f(u) y F(v). S1 esas escalas se colocan adyacentes can
sus or{genes coincidiendo, entonces para cualquier par d¢ valo-
res u y v opuestos se tlenes (Fig: 62).

OA = 0'5
o sed £(u) = F(v) (1)

esta poeicién la llamamos "posicidn principal” y es la que he-
mos tratado en el parrafo precedente.



|
.f

- m -
S5{ shora una de las escalas se, desliza a'obre

la otre en "d" unidades, entonces para cualquier par de va-
lores de u y v opuestos tenemcs (fig. 6b). .

e Y it

i o TR s

| oL X

| e

| i

! d

o} ot I
a c
Fm. 6
0CaA-0'B= d

o wient flu) - F(v) =a =cte, (2)

8fu_, vy y up vz son dos pares de valores de
uy v opuestos (Fig. 6¢c) podemos poners

I f(uy) - Flv,y) = rlup) - F(vy) l (3)

« Veamos, por ejemplo, les escalas x =log u ¥
x = log v. 81 estas eacalua 8¢ colocan adgracentes, entonce 8
en la poeicidn principal se tlene segun (1

log u=1leg v

© Bea?l j nny

(Ver fig. 7 en la pég. sig.)



. UI = 3 ’ -
v U2=5,92
@ 1’ § 3 §4 5 67 8910
v e ey ...__._... A :._.ll... 7_1_ . ..J"'.._ .'r‘f-:r.:&'*'—-r
i B 1 8 45 676801
; vy = 2,6
1 4 Va - '0
m..?

5y
#
Ti

81 las hacemcs deslizar, segin (2) tenemos :

lcgu-lcgv=cte

de donde: lgh = cte
! P
o sea: W= gte
. 1 v
y segun (32) podemocs poners
ul - u2
v v2

Iuego sl conocemcs cualquiera de las tres

can-

tidades podemcs conocer de immediato la cuarta cantidad. Asf si

se den u;,

. V43, up las efcalas se hacen deslizar hasts poner

frente & frente uj y v] y en segulda se lee el valar v, opues -

to & up, Un e jemplo de esto se ve en la Fig. Ts ‘



RRGIA DE CAINULO;

_ Este 1mtrumsnto esta fommado por varian eaca~-
 las lagari*micas pevalelas y una escala uniforme, la regla
corsta ds Ce partess el cuerpo, que constituye la parte fi-
oy la reg iisla gue constituye la parte movil, Para trabpa jar
se usa ¢! ‘Jurado curso que sirve parc comparar lces valoras
opaat.t.as en 1aa diversas escualas,
Ias eccalas se dosignan con las letras A, B,

Cansena Y 208 Lawercd eu dichas vscalas los designaremos por
las letras a,b,c..... reeyecgtivemente. la mayorfa de las re-
glas de ca’culo tlemen las sigulcntes secalas {Fig. B).

A | £ 3 Lige Sl B AR LT
] B i £ 10
¢ = g @ & c 10
A'.’.‘ g a Bsglcgb I & log )
K s % lgk 5 ¢ 2 lg (WOsens) T s log(10 tg t|
el e, N e S S
A LR
Rewesg "y 2 jEibepu L & siaévuul [
CIA—_ o ——r . i =i
/ 3196786 5 4 3 2 1o
e L e e R ST R TR A
7

‘Fig. 8

Los reaulta.dca se leen sin le cama, la que se
determina después por un célculo a o0jo.

Haremos a contimacion un estudio de la foma



de proceder para trabajar con los.escalss tanto en la poeicién

principal como en las demds. La primera poaic1dn le marcare-
wce con 1) y las otras com 2):

1) Escalss Ly D:

1) 1=lgd y a=10t
2) Escalse C y D o Ay B.
1) lcéc-lcgd o sea &5
2) lgg ¢ - ICBdECta
lne;go: .:.- pte
o también | cl 2
PE TR

luego se deduce gue % debs ser constante & 1o largo de to-

da la reglilla.

Estas escales son 128 que 8e usan para aulti-
plicer y dividir,

Multiplicacion. S1 se quiera wgectuar

1.9
' P ¥
esto se puede poner esquematicamente en la formaj;

y=9. 4q podemos poner

cl1 o 1 ]q
Dl P ]3

_ - Cuando se tiene una gerie de multiplicaciones
con un mismo factor conviene ldentificar este facter con p,
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pues as{ se obtienen todcs los ;é&-odnétos con una sola posicion
de la reglilla.

DIVISIONS
; Para la divisicn procedemcs de igual forma,S1
se tiense;:

{ ot

=k odemos oner gg-
i * P 3

que aaquemﬁticameute quedar{a cano;

CHQIOIO‘

Dip y ]
0 bilen podemos poner;
P ¥ ¢ R ]
q P

lo que esquematicamente quedarfaz

cfr o 1wy

T s

Se dara preferencia & esta segunde reall zacidn
todds les veces que el divisor q sea fijo, para efectuar va-
rias dlvisiones.

0 sea que camo reg la prﬂctica podemoa decir que
la mltiplicacion y diviaion pueden resolverse en la regla de
calculo, ,camo una proyorcion, usando como raya de fraccion la
Beparacion entre ambas escalas,

Tembién con eg tas .escalas podemos resolver la
regla de tres. Esto se efectia inmediatamente en la forma:

R.X
1 ¥



1o que esquemAticamente quedar{a comos

chplx
of ]
%) Escalas D y CI:
1) 1g a-m%‘% a-cl%
o blen; - 1-3.9.
iy

que sirve para encontrar valores reciprocos,

o1 C

log d = log =~

de dondes @ . cila=C®, @ ,ely- ,clp y

lag divisiones y=g P 8e pueden hacer con estas
escelas por medlo de una sola poeicion de la reglilla:

1op-x!y

o esquemé&ticeamente ; 101" N l = :

D”p]zr

5) Escales Dy A oCyB.

1) log d=% log =

de donde: d -=}[a_ o bien a = d2

Con estas escalas e wuscan les rafces o se
elevan al cuadrado las centidades. Al extraer rafz el alumno
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debera distinguir entre |/ 3,5 y|/0,35 por ejemplo,

5) Escalas D y B o C y A,

1) Para la pmicién principal se tienen las mismas rela-
ciones que para las escalas D y A,

2)158(1"%1%1)-0“ o seseas ~S- = Cte

luegos dy d d

VE-V_"E ;;_be'

Estas escales nos permiten, dado el dla'metro,
ealecular la superficle del efrculo o vice-versa. Si se tienes

5 = _L'_ a°
poddmos poner; - e 5
a8 2?
6) alas D v K.
1) leg d --;L lg k
O Be&} d= 3‘/}: o blen x =d3 »

7) Escelas C y K,
1) Es igual que para D y K,

2) lcgc--;-lcgk-cte



-a -
0 geas - g 1 cte
3 k

de dondet cl N c2

3/ %, 31/“1.;

8) Eacalas AyKoBy K .

1
1) 5 lga=3 log k
luegos /Z » 3;3/;
o bieny a= k2/3' ck -=a5/2

1as esogl&a que siguen se usan para trebajar
con funciones trigcnometricas.

9) Escalss A y S,

ol) % lg a = %lcg (100 sen &)
o sea; §6n 8 = ~—==—  g=a&rc sen =
100 A 1)
2) %— lg & - %lrg (100 sen g) = Ct®
de donde$ ‘ a = ote
aen ®
luegot al o o
' sen 8y sen 8,

la dltima relacion puede usarse para resolver
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triéngulos oblicuce, S1 se quiere encontrar;

y==& sen 8

se tiene 8 & i
sen 90 sen 8

con lo cual determinamos y. Si queremoa encontrari

a

E e—

gen 8

se tlene: _ & y

[ 3
sen 8 sen 90

para celcular la funcidn coseno sabemos que $

cos 8 = gen (90° - 8 )

10) Eecalas D y T,

1) lg d = 1og (10 tg t) tgt"i-

taumte.—%a

2) log 4 - log (10 tg t) = cte
-—}.1...... = nte

O Bea?l %t e

o blen; : fE.; T d2

tg tl g %
51 queremcs calculart i
y=d tg ¢



hacemcs Q = RS
tg 45 tge t )
’ )
y 81 querecmos g . ﬁ
hacencs § SR e
tg t tg 45°

para calcular la cotangente sabemcs que:
]

cot t « g (90° - t)

RESOIUCTON DF, BCUACTONES AIGERRAICAS
CON KRG Ih D CAICULO3

Método de aproximeciones suceeives ;

1) Besolucidn de 1z _ecuaciin

de _pezundo grudo.

Sea la ecuaciomg a **+Db x+4c =0 (1)

la reduciremos & la formaj;

x° & px+q=20
dividiendo por el divisor fijo a, O sea esqueniticamente en
la regla de calculog

Ahora podremos escribir:
e
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luego ténteendo valores de x, se calculara ca-
da vez 3 hasta llegar & la suma - p, Para obtener 3 o la

: x
regla de calculo nos valemcs de las escalas}
a f
X

CI q,l

D

x
Veamos un ejemplo, Sea la ecuaéién:
2,41 x° - 5,93 - 1,61 = 0

Dividamos por 2,41,
Queda i 2,46x - 0,668 = 0

Para res olverla formamos un cuadre con las va-
lores de X y 9.:.6.2.8_ cuye diferencia debe ser 2,46, Tama =

mee un valor cualquiera que aproximadamente sea solucidn de
la ecuacién, por e jemp 10*

e al 3 00 | 8 3,70 | 2.71
0,668 | 0.22 | 02 0,25 | 0.25
A

Dif, l 2.78' 2.5 | 2,45 | 2.6

Empe zamos pors

X, mih
resultas 0,668 = 0,22
x

81 hacemoe la diferencia se vé que esta sale 2,78, Como la
diferencia debe ser menor tomemce un valor menor de x, que &

la vez hace mayor el factor 0.668, Se sigue as{ hasta que
X
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la diferencia entre embas cantidades sea 2.5,

Pare encontrar la otra solucidn sebemos que
lag rafces de la ecuacion de gegundo grado cumplen la rela-
cions , ‘ '

X] Xp=q X = 3.
1

luego la solucidn de nuestro problema serfa;
X3 = 2,71 X, =~ 025

2) Resoluciou de la ecuacidn de
tercer grado,

Sea la ecuacidn de tercer grado completa gene-

ral, 3
Z'+a 2+ Bz sc =0 (2)

Queremos reduclr (2) a la forme;
¥+ py+q =0 (3)
Para esto hacemos 2=y -k

siendo k una cantidad por determinar, Feemplazando z por su
valor en (2) quedaj

y3+(a-3k)y2+(3k2'2&k+b)y*
+(uk2-bk-k3+c)'°
luego hacemos ; | LS 5 09

a
de donde} k-';

»~



Iuego 81 hacemce zmy - 82

le ecuacion (2) nce queds en la forma (3)3

x’*pyiq-o :

_Sabemos quo les tres rafces de la acnacion cume=
plen la relacidng

yl 43’2 + 35 ok ¢
Démcsle & l2 ecuacitn (3) la formas -

5'2+1--p

Lo que podemcs logra.r con la regle de calculo,
procediendo aegun ge indica en el esquema}

afl 1] 42

« |v o

Veemos un e jemplo;

Supingase que Qqueremcs resolver la ecuacidng
2 - 6,8x - 3,0 =0

dividiendo por-x tensmos g

2 - 20 _ «6,8

x

Buscaremos primeroc une ralz positiva. N



x 51 8.7 1 28
9 Te3 T.84

221 ataa | 209
8| 6.2 | 6.77

Luego: Ty = 2.8

shore podrfemcs dividir le ecuecidn por (x - 2,8)
para reducirle e una de segundc gredo, jero me Jor busquends
directemente une refs negative,

x 2,5 | 2,3 - 2,50 - 2,35
= Lo 685 | 53 (.58 5, R0
;?. 1, 20 1% 1,2 1,28
7,45 | 6,6 7,0 5,
Luegos$ Xp = - 2,35

Para determinar x% s8bemOg quées

11 + X5 4 13 =0
2-@ -2055 -+ 1330
13= - 0.115

Luego les tres raices de 1a ecuacidn sons

n28 128—2.35 15- -0145
3) Eeaoluciun de sistemss de ecusciCpes ae primer g,rados
Tl metodc de resolucionm 1o ilustraremocs COL un

e jemplos
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Sea el sistena;
3,61 -4, y+57 z=0,845 |3 3,61 (1)
2,2 x4+ 2,93y -8,35 2= 1,12 :.2,42 (2) 1
7,90 x - 1,05y + 3,40 2z 2,49 : 7,90 ' (3)
1 - 1,19 1,58 0,234 (1)
1 1,21 . 3,45 0,468 (2')II
1 -0,13 + 0,43 0,31k Us') |
2,40 -5,03 | 0,234 32,4
1,34 3 88 0,154 ; 1,34 e
X %200 0,0971 (%)
3 - 2,90 0,115 ; (5) ¢
0,81 | =0,018 ¢ 0,81 (6)
1 |-0,022 (7)

z = - 0,022 y =+ 0,051 x =0,330

El procedimiento es el slguientas Dividimos ca~
de ecuacionyor el coeficiente de x. Colocando silo los coefi=
clentes de las variebles, las ecuacicnes 1 se transformen en
las ecuaciones II. luego restamcs (1') de (2') y (3') ae (2').
Noe quedan las ecuaciones IIL.

En segulde dividimos cada ecuacidn por el coe-
ficiente de la variable y. las ecuaciones III se trdnsforman
en las ecuaclones IV. Restamos (5) de (4) y obtenemos la ecus~
cidn (6). Dividimos ruevemente (6) por el coeficiente de 1a
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variable™z y obtenemos (7) que es;
z =0,022
S1 reemplazamcs el velor de z en (4) obtenemos:
y = 0,051
y 81 luego ;naemplazmoa zeyen (3') obtenemos;
x = 0,330

~
con lo cual queda resuelto el sistema.

L) Ccalculo de polinomios y vesolucion de la
ecuacion de grado n,

See un polinamioc de grado p

n -
y= & X 4 A I.nl

esssesd, X + &
A 11"1 + nt-l-l o

Trataremce aquf un procedimiento abreviedo pa-
ra calcular el valor de y pera valores de x., luego, procedien
do por tanteo podremos 1r buscando un valor de x que haga

y =0
0 sea resolver la ecuaciin:
n=1

a x + g x Tes v @ xeia w0
n n-1 - ol ! 0

Expondremos el metodo por medio de un e jemplos:
2
Sea y = 1,34 x? - 2.5 x +1.07x - 1462 (1)
(1) lo transformaremce del siguilente modo:

y -[(1.311 x = 2.50) x+1,07x - k.62 (2)
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Calcularemos cuaato vale y para x =2, Para eso
hacemos el st*gniente cuadro:

| L3¢ -2.% 107 -4
x=2,00 ! 0 : 2.68 0.3 2.8
, 1,34 0,18 1!1'3- -1,7% = J

En la primera l{nea colocamos los coeficien-
tes de las potenciam decreclentes de x en la ecuacitn (1) .De-
bajo del primer coeficilente colocamos O y sumemcs algebraica-
mente las dos cantidedes. queda 1.34. Iuego multiplicemocs

or 2.00 y lo colocamcs debajo del segunco coeficiente
{2 '_;'»st.l y sumemos, E1 resultedo 0.18, lo multiplicamos por
2,00 y lo colocamos debajo del tercer coeficiente. Sumemos
laa doe centidades y el resultado (1.,43) lo volvemos & multi-
plicer por 2,00 y lo colocamos debajo del cuarto coeficlente.
Res tamos Embas cantidades y obtenemocs;:

 Elat

Todas las multiplicaciones se podran hacer con
una sola posicion de la regla de calculo .

Como Fu ve ¢l método consiste en llevar crde-
nademente en un cuadro el resultado de las multipliceciones
perciales y sumas de la ecuacion (2) . Probemoe shora con
otros valores de x para tratar de encontrar uno-que hega y=0.

(Ver tebla en la pag. siguilente)



‘1,3 ~2.5 1,07 - 4,6
x=1,80]0 2,41 -0,16 1,61
x ¥ 1,3 -0,09 -0,91 2,98
2,00 p=d 1]
1:'80 K 2,;3 1,3 -2,50 1,07 = k,62
2,30 0,90 x=2,%0| 0 3,08 1,33 3,9
2,28 ~ 0,@ 1:3!‘_ 0:59 2;""3 0;90
2,21 0,00
L34 =2,5 1,07 -4,
x=2,201 0 2,95 90,99 4,53
1,5  0,k5 %,06 0,0
li}h 2,50 1,07 -kléa
x=2,21 o 2,06 1,08 4,62
1!31" 0!""6 2](8 0'00

Al ir tenteandc com x vemos que al dlsminuir
X, y sumenta en valor egbscluto, ror lo tanto, aumentamos x a
2,3, pero entoncee y pasa & ser positivo, Iuego se van . ha-
clendo aproximaciones sucesivaz hastu encontrar el valor de
X que hage y=0,

Entonces una solucidn de la ecuacitfm es
x m2.21
¥y léatn queda reducide a:
y o= (1,34 x2 + 0,4 x + 2,11)(x - 2.21) = 0
puesto que la divisidn por (x - 2,21) arroja Justemente }os
coeficientes que aperecen en la ultima lfpea, y para cbtener

les otres soluclones resolvemcs la ecuacion;

1.3 x° + 0,46 x + 2,11 = 0
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ecuacion ,Que podemos segulr tratando ;gor el mismo método o
por el método particular de la ecuacicn de sezupdo gredo.

domo se vé en estce metodos de roaolncion de
ecusic iones algebralcas, el uso de 1z regla de célculo tiene
cano fin cbtener resultadce rapidm y eproximadce por medlo
de multiplicaciones y divisiones, al ir resolviendo las ecua-
ciopes por tanteo. Cabe hacer noter que éstcs métodcs son muy
utiles puesto ,que, en general, los coeficientes de las varia-
blés NO BCnL Mimercs entercs.

- 0 -

(&

o 3
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ESTADISTICA MATEMATICA

1a eat.au.{stica matemdtice tiene- por ¢b jeto reu-
nir un material wmsrico suplio en un resultedo reducido,con-
gistiendo.de una o variss indicaciones de las cuales puadan-
securoe consecucncioe de epreciacion y comparacion,

EJ primer 2lsmento de eeta clencie es el prome=
dlo, pero este 651c resultudo no basta para la correcta inter-
pretacion de los datcs, Veremce en easte cepftulo los diversce
elementes de que 8¢ vale, para rounir en unce pocos valores,
un gran nauerc de datos y & la vez hacer que esas pocos valo-
res permiten obtensr un vistazo campleto de la gran cantidad
de detoe.

Pasaremos shora n estudier los metodos ele-
montos de que 8¢ vale lu estadfstica matematica para Lt
dio de los fentmence a que ésta se puede éplicar,

PROMEDIO;

Los datos son numercs o loe podemce reducir a
ellcs, .

Designaromos loe datos con las letrag

~

11 H 12 H 13 ] dsereane H IN

y los llamaremcs valores estadfsticos o variable estad{stica.
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Llamemos un colectivo & una cohccion de datcs
estedfsticos. N es la emplitud del colectivo o nimero de ob-
servaciones hechas. los x pueden ser e ros poeitivos o ne~-
gativos, enteros o fraccionarios.

Definiremos X como el promedio aritmético de
los valores estad{sticoe, o seas

s
[

o X 4!211 xiﬂ' o'-ov.u--":‘u
3 e . (1)

taf, por ejeuplos Tenemoe 8 notas
553385 Ts 8393656
8! hacemos el . romedio-se tilene;

S5+3 +4 +T+L4 +D+6 + 6 =!40,B-5

lusgo:
X =5

In la préttica cucndo hay gran centidad de
velores autad{aticos bhay peligro de equivocurse en el uso de
este formula, fs{ pues buscaremocs otra formula ués segura y
cmoda para obtener el promedioc,

Para esto a la formule (1) sumésmesle y reste
mesle x, & cade término, Asf tenemoss

¥, +(x1 - xD) + xo + (xi"\ - 10) + ol.cno‘xo* (lN " Io)
x =

N
de aguf: (x' &) X X e o 0hie Bk <1 T
L =X, - 2 s J (2)
N
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_ O sed, el mdtodo consiste en buscar por tanteo
un valor x, que comstituys el promsdio provisorio ¥y luego rus_

car las diferencias de cada dato con vste valor (x T Cue =
dlerles. Iuegos (e

xo = promedlo provisorio

Tiustraremos este métodd con un ejemplo, Sean
les notas del cato unterior, Apliquemcs la formla (2);

5 « Difs._
Sk
E g. 9-1=8;8=1
2 é T =b+l=s
.6 ¥ i A N
9 ]

Tomemos como promedio provisorio 4., Hacemos la
diferencia de cada valor y colocemcs lag diferencias positi-
vas on uné columna y las negutivaes c¢n la otra. Ia suma de leas
poaitivas vale 9 y las negativas 1, Iuezo para cbtener el
promedio tenomos que sumarle 1 4 k.

Veamoas otro ejemplos Sea la tabla que sigue.
El1 jamoa como pramedio provisorioc 160, Procediendo de igual
forma que en el caso anterlor se cbtienes

162 Rt &

163 Z N =8 x = 160
167 3

163
167
158
160

-1_9160 + 2,9 o 162:9

n
u'—:uu—qwm




Cuando 1a difevencia es cero se coloca en el

cuadro.
FRUCURNOTA

Introducimmu un maevo elemento en el estudio :

de la estad{stica,
scuencle es el nimero de vecss que se replite ‘

un plemo dato estedfirtica, Pa dntn estadleilco prede prosens

tarse ub gran DLLErO GE VeCos . B Vez Ge auotar +0 todas les
lo colocamae una ver y coneideramcs sl nimero de veces

vecea,
que 8¢ repite. Ia frecusncle la disignaremos con la letra f.

Sabemos que ?
2t =N

Do ghere en adeluante usaremce el siguiente sim-

bolisno c lasico -

[J. % = .guma i
2(23) ¢ svvaesns @'(In)

81 o(_x) = a(xy) +

I'f ‘ e(x)J- £,. Blxg) e £ . 'E-(zé) et 0 (x)
Tenem -1

nenoo I_f_l- 2t =

ifx—lu f1 xl-r f2 Xy +....,..T..+fn ;_n-

e dgal | (2)

son}

Luego:

Algunes propiedades del sfmbolo |



1. I . .hs,
l}(x:y)_]-[rx]+[ry]
[f'(x-r a)e.l - [f x{'-r [2 fxt’:]-c-[f ae:l
= I—fxa_'q- 2a|}£’+ ae N

Vednmcs un caso en que se emplea la frecuen=
cla;
See una votacion., Los votos con "el" lce yenre-
sentaremos por (1), los "no" por (-1) ¥ lce en blanco con ?0)

Supongese el resultado de la votacidn representado por el gi-
gulente cuadro?

x4 T
ST G b ral e
o {_] 4
S 1 e Y

Iuegos - N = 57
51 sumemos los votos con su signo se tient

Pel+é&,0¢235(-1) =7
e

0 pesa: X =57

FORMACION DE GRUPOS ;

Cuando en la recoleccidn de material estad{s-
tico se observa que éstos varfan en una amplitud muy grands o
tienen variaciones pequeiias muy numercs@e, se¢ usa el procedl-
miento de former grupce con los datos estadfsticce y anotar
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la frecuencia con que se presentan los valores comprendidos en
‘" cada grupo,.

Voremos por sjemplo el resultado de nna estad:(g_
tica de la sptotnra ds un gripo &2 alumes, JA espamra varia-
r# rdr lo gewsnl en’izo 1,60 y 1.90 wils . Fomaiencs 10 giu ~
poe, tal coac upavece ea el cuadro que sigue’

X % ¥

._.__..“_ o i =% <"

-l | VAU-142
157=185
H6-166
169-271
17217k
15177
178180
181 185
1345185
| ‘LE"?-Q‘-{; 3

= O O\ o] Ol =

L6 R BTV Y th‘\,n

Aaf, por efemplo, 8l un alumno tlene 1,72 m,
de estatura se anoctara en el grupo quinto. En esta forma se
reune el materlal y se cbsurve la frecuencia con que se repi-
te cada grupo, Llamemes h el ancho del grupo (emplitud de la
faja). h es la distancia de las variables estedfsticas inicia-
les de um grupo, a2l sigulente.

En el sjemplo ho=3

Cada grupo se ldentifica con su centro o sea
en este caso para el cuarto grupo se considera 1,70 m. En
segulda elegiremos de entre estos centros el promedio provi-
sorio x,, tratando de que sea més o mence el promedio de la
estatura, Lo diferenclamos del yesto de loa grupcs por doe

rayne pareleles,
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A este grupo le damos 0 0, Hacle
le damos a los grupoe raugo poaitivo fng, Fe'ds yiha:‘::l::;r&
le dumos vengo negativo -1, -2, =3.+. EBte rango lo designa-
mo® con lr Jetra X y lo podemes llamar o considerer como dis-
tanciu de cada grupo al centro (grupo correspondiente al pro-
medio provisorioc).

Teuewcs entonces §

X »x +h X (4)

[r xll-[f(xo+ h X'):' = [r xo:_l + [r h I_l

= Nx+h ‘-fX:i -~ Nxo";’la

Pero por defindciong

y I_f x_] N x4+ h[{f x)_[
X= = o] :

N N
b oot it x|
I = IO‘P h T (5)

Par.a calcular Lf‘ X | calculemos separadas
mente el valor de f X para cada grupo, que se cobtiene multi-
plicendo el mimero de orden del grupo por la frecuencia, Se-
parando los valores positivos y negetivos se ticne el ejemplo
anterior;

[r x|
1 £
4 6

12 8
6 15
" i
5

31 33

Tenemos ' > BjewB
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luegos 2-1?5-3.%
x = 172,84
DISTERSION:

Trataremos otra de las nociones fundamentales
de le estadfetica, Para esto veemos primero un ejemplo, Su-
po e8¢ gue @e ha reunido un colectivo en que la variable es-
tadfstica son temperaturss y supongamcs que éstas var{en en-
tre - 5° y 38°, E'l primsr grupo, setara destinedo a les tempe-
raturas entre -6° y L°. los demas uatos se disponen como apa=-
rece en el cuadro adjunto,

X X iy
=716 =~ 1
% | =35 =1| 3 Flegiremce camo x el valar
- 0- 2| 2 16 del octavo grufo,
LT
-3 H= s
2 9- 11 Se tlene:
I I N =213 h=3
O > 1 l 'l
it et Segun (5) -
1| 18- 20| %7 i i)
‘2 [ 2el1- 23] 29 X=X +h Te—x
3 | 24- 26| 11
; _2,7: ;E' g De finiremos X comog
6|33~ 3| 3 3 ¢ x]
T E 36' 38| 1 It
213

¥y podemos llamarlo pramedio de
88 X por analogia con la formula (3).
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Iuego podemcs poner;

X=x,+hX (%)

Caleu lemcs I:f x-] [f xﬁl‘
: 192 - 171 = 21 .
R E T & 3717

3+ 595 " 00 58 | 18

' g
De donde : ~ 15 256
18 | 42

x =16 +3%,0,10=16.3% “71. 8

192 1171

Pero eata resultado no nos dice sl 1a varia-
cion de temperatura es muy grande o pequeiia, Para ver esto
poir{amce anotar las temveraturss méxima y mfnima _pero siea
do estas un tanto casueles verepos un mé todo matematico pa~-
re dar una nocion de la variacion de la variable esta afsti-
ca.

Veamos un e jemplo pera I‘os cuales en tres ca
sog el promedio es el mismo y la variacin muy diferente.

x - x-x (x%x)2 x x% (x¥)° x x=x (x%)°
‘15 =12 P14 22 -4.2|17.64 | 6 |-10.2 | 104,04
16 -0.2.10,04 | 14 22| 4.8 111 |-5.2 | 27.04
16 |-0.2 (0. 04| 18 0.2| 0.04 |27 0.8 0.64
17 0.8 (0641 19 2.8| 7.8 |23 6.8 | 4.2k
17 0.8 |0.64| 20 3.8 | 14,4k {24 7.8 | 60.8k
6.2 | 3.2 12,800 16.2| 13.2 | 44,80 |16.2| 30,8 |£38.80

06 |0:56 2.6 | 896 6.2 | 47.76 .
0.75 3 e : 6.9
X 11 | IIX
I

Y



En el segundo caso hay mayor variacidn que en
el primerc y en el tercero mayor que en el segundo,

Formemos las diferenciass con los promedice(pri
mere columna de la derecha) y sumemce sus valores &bsolutos.
En segulde dividamce eate resultado por N (5). Se tiene 0.65;

2,6; 6.2 Este serfa un método para calcular la variecidn g
ro camo no da mucha preciaion nl comedidad matemética se pre
flere elevar sl cuadrado las diferencias para sensibilirzar-
188 y luego sumarlas (segunda columna de la derecha) ., Iuego
dividiendo por 5 ee tiene ¢ 0,5%; 8,96; L47,75. En seguids ex
tirayendo r&iz cuadrada del r®sultado nos quedas 0.75; 3; 6,9
Este es el metodo que adoptaremos péra apreciar la variaciam
de la variable cstadfetica, Exprosando este procedimiento
por una formula se = tendriu;

s o

o

1o 1lamaremos "fiiqlamim del colectivo (en irqles "standand
deeviation) o deeviacicn del colectiva, Esta formila la po-
demos transformar,

::‘2N=|f(x- 2‘1 [f12 -2x|_fo+Iv *
pero WorE, x| =8 %

luegos™ a? N -{f xa] - N 22. (8)

Este reaultado es satisfactorio y se puede s
user en el calculo por méauina caJ.culad.ora. Pero buaquemos
una expresicn de la férmula (7) qiue sea més préctica,

os s 4
.[f(x -I)Q:I-Lf(xo-r h X -xo'hX)_J

s [r(x'-i)e] :
i hai{[r xe:l -2 [ri;»,nx?}

#
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L

S
pero [+ X|=§X
hag amoe ; Lf e b
N
luego @ valarfa;ier. p V32 .32 l (9)
Apliquemocs esta formula al caso de las tempe-
raturas §

Elevamce X el cuaedrado, lo multiplicamocs por
la frecuencia y luego sumemocs sus valores,

er- T A

49 ;
108 197 2 213 = 5.15

n o

80 } X =5.15
308 .8 -

gy - : X2 = 0,01

38 e

57 o = 3 5-]1" - 6-8
k) /s |

99 luego muestro colectivo esta caracteriezado
96 pors

75 3
108 N=213 x=16.3 o =6,8

L9

il ooy El colectivo tiene una variac 1on media de
1097 1° (2c=).
Formemos las siguientes diferencias, partiendo
de x hacia arriba y hacla ebajo,

x - A= = 4,1 TH F = 25.1
‘i-eg-- 2-7 __f*alf= 29-9

T -lgr= 95 X+ 3ep = 3.7

X = 3
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80lo quedan fuera - 5° y 38°. O sea que en
tre X - 30 y X+ 30 esta coamprendido casi todo el material.
Esto se puede expresa&r poniendo?

X -3c<Xx<X +3¢r

Luego para spreciar lss temperatures maximes o
minimss se le suma o resta 3 &l promedio,

Ia dispersidn y el medio aritmético son datos
Buficientes para formerse une idoe estadfstica de un coloctdl
vo.

Veamos un ejemplo de interpretacicn de estoe datoe,

Se tiene} 3 ;
Término medic de lluvia cafdas 26 cm
Disperslt‘n....'..........-... 8 “

Tensmos entonces
12 ecm <« x <60 cm

12 y 60 son los valores entre los cuales ver{a x que es la
lluvia cafda.

Regumiendo lo anteriormente tratado podemos de-
cir que la estadfstica consiste en resumir una gran canti-
ded de detos en unca pocos, y de esce pocos obtener un vieta
zo de la gran cantidad de datos.

GRAFICOS ESTALISTICOSS

y Es un trevejo estadfstico hay dos partes: 1°;
el célculo estadfstico y 2°; el grafico,

Ia primora parte la hemos estudiedo en lee pé-
rrafcs antericres. Pasarsmos a ver la segunda parte.
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Conslste en reprejentar graficamente la rela -
cidn'entre x y £. Se tama cowo avscisa la varieble estadfsti
ca x, como ordenada la frecucncia f£. Para confeccicnar este
_ grafico e eligen las escelas de manera comveniente, aegun
pean lags exigencias del caso, los valores de f puede que no
soan exactos (fidedignos) y entonces para corregir este dg
fecto se le aplica a los f uno o 4o alisamientos empleando
la formuila del promedio movil,

Segﬁn la formila se tiene:

#_fn - 142 fp+ f4)

. T

f*u fn+ (fn-]_ - fp) + (fml iy n)

)

T TR R Sk
!

ft:fn" Mn' bfn
- ks

Veamos un ejemplo, Sea la tabla de valores de
las temperaturas de la pég . 48.

(Ver tabla en la pag. sigulente)

Empleando las fOrmules dgl alisemiento obtene-
mos loa valorcs de la columna de Jas T, Iuego confeccionﬂ-
mos el grafico que se vé en la pag, U4 En este grafico se
marce con color los valores correspondientes al pramedio X ¥
e los valores X+c; X+2G; T+ 3¢ ; y los X -0y X - 207;

—1.-3(:'-'.
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\n

i &=
t

x ¢
% -4 1 1.2
-3 -1 3 2.2
0 B e-isd
- S| 3 6.0
6 8 12 12.5_
9- 11j21 |[23.0
12- 14|38 34 .5
15‘ 1? 41 3\\9.2 \
18-2n |37 6.0
21-2% (29 26.5
e4-20 |11 1y 2
2129 | 6 6.5
30-3¢ 13 3.8
3%-35 | 3 2.5
85-38 1.3 1| 312

A rewundo se suels comparar este grafico con la
curva de las propsbilidades, la ecxacion de la curva teodri-

ca de las prcp-bilicdales es}
-22
-~ thx
2o

o)
— — e

| ow

V=

Para hacer esta comparacion se dibuja esta ¢
va en papel transparente y e la mirma escalc del graﬁco.na
este modo se pusden compsrur aabas vutvas,

Con esto damce por terminedo el estudio esta~-
a{stico para el cesc de una variable., Pasaremos & ver el ca-
8o de dos variables.
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CASO DE DOS VARIABIES:

En este caso en cada observacidn hay gque anotar
dos dntos qstadfs ticos o sea debemcs trabajar con dbe varia-
bles ectudisticas, Para tratar estos cascs se hace primcremen
te el ectudfo estadfstico de cada una de las variables separa-
damgnie,

Una vez reurldo el materizal se dispone en un cug
dre llevando en rerylorcs hordzoutales log valores de una va=
riable y en columass ver<icalon 1rs velores Qo 1= otra, De
este modo una obssrvecion Jusla perfuciirunte determinada sa-
biendo el valor e &nbos dabes mavadistlens, Para la forma =
cidn de grupes y distribucion de los valores se procede en
idéntica forma. que para el caso de una varlable,

Para gclarar este procedimiento haremos un e jem
plo, Haremos el estudlo estad{stico del pesc y estatura de
elgunos alumnoe . Supongese que el material reunido seag

x | 175 | 172| 173 | 17| 169| 1711178 172 188 171}167 169 | 180

y| 1] 65| €] su] 53 su] 70| 78] 65] 53] 85| 61] %

3

slendo x la estatura en cm. e y el peso en kgs.

! Este materlal lo dispondremce en un cuadro,lle-
varemos en lincas horizontales d& varisble y, y en columnes
verticales la varieple x. El -ancho de grupoe x gerd de h=2
y el de los y ds h = 5, Para enotar ¢l valor estad{stico en
el cuadro se procede del Bigulemte modos SupOngase gue que -
remos colocar el 5° datd estad{stico o sge x = 171 e y =54,
Vemos la columna que corresponde a x = 171 (tercera columna)
y el rengldn que corresponde & y =54 (primer reng }c':n) . En el
cuadro que esta & la vez en ls columna y el rengldén coloca-
moe una rayita vertical, De fgual modo se procede con los de=-
més datos, obtenlendcse el cuadro que sigues
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Zana N - -

: 'f“r. - 1I V ' R |
t_z r}j;l_‘-—rm".‘L._.I_..:......_._.__.-_.T-.--_._E-...... . .:.E{,}._
""67‘-111:“" —L . et ii:_%_
iy ey ) SR VAL e e
! 7: dy II i]_.., i s S ;%-35,__
e f;"t"é" | 30k Fa A ?e’j‘ AT
T O S T

Elegiremos cauo grupo central para 1o x y el
grupo de 171-2 y pare los y el de 67-Tl. Pare cbtener fx se
guren les rayas de cade coluuna y para los f ee suman las
ruyus Ge ceda renglom, ’

Como 86 vo en el cuadro el matorial estd agru-
pedu aasun la diagonal del rectargulo. Segun sea el tipo de
agrupaclon se puede estudiar le dependencia de ambas varia-
bles . -

Si se tlene en el cuedro una sgrupacicn do la

formaj e M g i
l i £ I
L ! ,
1) i il T dependencia positiva
s,
it o
TSt dependencia negativa
- L i
o e N



]: ‘H'l' iy
k) ‘.' !“F%I iy it mus y winimes no coigcﬂﬂﬂ..‘

l| T
IIT‘
[l

i i i _
i{‘li e
il } independencia (los velores maxi-
' y
i

Irataremos independientemente x ¢ y.

- VARQOIE X5 ,
Fleglremos come x el velor 171.5 o seas
x, = 171.5 N =14 o R 2 ”
[rx]
i v BEE SH N X
1] 4
233 =0.43%
6
4
131 7=6 -
Iuegos 2 =171,5 + 0.8 =172.%
>



: Veamcs ml. es la ‘“’r"!'-‘-&l ﬂisﬂn fam:h (9) - ¥
: i : ‘:"x 2 Ft ' 12“ i

' Definiremoss - [Efx N; Ié] ; ,x.a'l o

Do donde ' "':2: = % ‘
\
‘o sea} x =k o (12)
Calecu lemca s. Te@m s
[fx Iﬂ "ZQ - 042 = 09
g OX = 3.57 -0.19 = 3.38
3 Tz = |/b . 3B/ =BR= 3.7

e m—e——

50 ¢ 1k =3.57

Iuego resumiendo tenemos i
X = 0M3 ©% - 1.8

x = 172,56 O‘x 4 5\.7



71%==-9 3 lh=- 005k

Y = -0.64
y=69 - 3.2=65.8

Veamos -y
[—’, Y2 | Y2 = -0,642 = 0.41
36 % - 4,07 - 041 = 366
% o R yg-_ﬁgﬁ ._1._9 =9.5
“ !
9 . £
?s = 4,07

luego resumlendo tenemos ;
Ty = -0.64 Y =19
Oy =65.8 ¥y =9.5

Iuego de efectuado este pasamcs & eitgxdiar am'~
pas variables en conjunto. '
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CORRELACTON ;

la correlacidn tiene eatmcha relacidn con la
dspend.ancia de las dos variables. Bupomase que se tienes

y=3x -k 1
yeE3+0x 0
. Sty > -1

En el priuer ceso a muyor x corresponde meyor y,
luego es dependencia positiva. En el segundc caso no hay de-
pendencie entre ambaes variebles y en el tercer caso a mayor
X corresponde mencr y © se¢& hay dependencia negativa,

Llasmercmos r el coeficlente de correlacidn. En
el primer caso vale 1, en el segundo cero y en el tercer ca-

8o = 1, Deduciremcs la £Orma la que noe dé 1a correlscion.

Supc'mgaae que 8e observa dos series de valores
xXey

X=x.+hiX  Fmy,+hY
X=x + hX J=y + 2 Y
De finimos G‘I cmo:e |'rf xaN‘ <
ATFe =i 5 - )
poihges - X
Pero en la pég. 50 vimoe ques

[FLZ.QJ -‘xf'-‘]. [f(x - i]él T -2
N N




II—_——.& % .
luegos g=(x-1% (13)
y por analogia ':'-% =(Y = Y)2 (1%)
sea shora a= (X - X)(Y - Y) S

podemce formar la sigulente expresions
2
g “’% 221 2oz (15)

fhoru bleu demcstraremos la sigulente igualdad.

I +y =X+ y

O sea que el promedic de¢ una suma es igual al
pranedio de los sumandcos , i demostrar esto sa@bemcs que

r - = e
sy - el Led, [od o505

Debido a esta propledad podemos establecer la
igualdad ;

""i«»u-? « 2°2% 2 [ z-i(i -_1-)24» 2(Y -'i)}‘a},o (%)

la discriminante vale:
2 2. -2
L= (2 “) - h'*-""'xo":'f

y para que se cumple 1a relacion (16) se debe temers

A<O

o Bee (23!)2 - hc-%.c-g'_{?o
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de dondes ""'5-"": "o

entonces llamaremos coeficlectes de correlacicn al valor;

— (17)

r varfa de -1 a+1. Ahara bion s1 z=%1 hay dependencia 11-
neal, pues 4

2(Y ~Y) + (X -X) =0
¥ quedas Y=mX+n

Desarrollemce la Pormala (17)

(X - X)(y -¥)
i - ; 1 <
r i o (w22 3)

=(KY -_g;?- Y.i-ti‘i)
Tx &y

r

X -X - Xy

- -
SR Y
= |
Iuegos E&TLE.-ig
r'.
s Ny i
ya ques s _[fzx xy|
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Supongemos una dependencia en que y=Xx; en es-
te caso .

0 seal r=1

51 hey independencia entre x e y

l_r (x -3) (¥ - Y) I < <1 (mucho menor
= que 1)
y luego : r..0

Apliguemce la fHrmmla (18) al ejemplo que esté-
bamos tratando,

- M
foy XY-J
R

6

2

2

L

15 6= 10 ¢ 14 =0,71

Pers calcular '[fxy KY] se procede del si~

guiente rgodo: Partiwos con-el valor de X, lo multiplicemcs
gor ¢l muzmero de rayites que hay en el cuedro y luego ml-
tiplicamos por Y, Esic lo podemos expresar por;

.x - - Y
Txy

See el cuadro de la pag 57. Queremos calcu-
lar [fxy b o ﬂ Tanemos X= - 2. E1 primer cuadro tiene 0
rayitas, el segundo tembién; el tercero tiene 1 rayita, lue-

gos
] (-2) . 1:(-1)=2
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E1 k°, 5° y 6°, cuadro también tienen O rayi-
tas (o sea Ty = 0) . Para el 7° cuadro se tiene:

(2) .1.3= -6

y es{ se sigue con todos 1lcs valores de X. Naturalmente que
estc mismo se puede hacer partiendo de Y.

Segun lce resultadce del ejemplo de lag pags.
%9 y 60 tenf{amos; i

XY= -0.28 Oy = 1.8 G'Y =19
Aplicendo la formula (18) cbtenemcss

0.29
I = I.B— 1.9 =0.29

Iuego elegiremcs camo coeficiente de correlaciin el valors

r=0.3%

EXACTITUD DEL MEDIO ARITMETICO:

Supingase que se efectuan variss series de ob-

servaciones y cada una de estas conste de N, N',,..., N(®
datos estadfsticcs de une misma magnitud, Sea M el numero de

geries de observeciones. Se tendria;

/
B cidasias X
N'..l.l... x.

M';n-

i) <o)

Supongamcs por ahors que
. N - m’.-.....-.. » N (n)
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g T

o sea que el mimero de observasiones que se hace en cada se-
rie se& el mismo, Entouces el vaior medio vales

T oS sasas XV LRI crani P evivn
M I
iﬂé _]':* e b +I"“ ses 4 :;,-.:* l.‘l’g__z- E +:._—..._I.I-l-l-l‘-‘i~+
I N M

Supongamos que el coeficlente de correlacion ep
tre x y x* se& cero, o g32, snan 1i: i*rar‘l‘cntar Ll nomos
x'= y. quercucs aqbex o5 | Lohu\.idh Y3 (....prd..’t!iou de xe ¥y
podemos couocer le de (x + y). Segun forrule (7) tenemcss:

5 ='l.':[‘ E_x_o vy = (x+ ;)} ﬁ

!
cI-ry 3
o Jetx -5, Lt 09, 2 letx -0 -3
= Ll g N N N
2 == 2
de donde s O2ey. »TETXTy v S 20y ¥y

v

pero ai tenemce indeperdsncia r=0
2
(-'Eq.y =(.,§+ (2 y
Tenemos t.amoi&nx

d;‘f xd+lllﬂb+x -cx1+£ + .Ilo-"'oin

81 ahora tenemce c'x_-:@-x' y se trata de un mismo fendme -
no podemos poLeTr:

2
Oy + x' nEO’%

2 -]
Tx+x'+x"= 307

'Y A AR A AR ERE R R R R
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0 ﬁ*x"’.-..ﬂuc‘g
uego: Txex' + ""“VMUI
de donde s FINPRE.

Vu

gl tauemos el mimero de repeticicnes M = N ge tiene:

e = Ux Vn (19)

€3 el error madio de) pramedio. Iuego podemce poner

KRty T —cr—i
yu
‘Veamcs un ejemplo; Seea el caso anterior en que
vimos la estatura del cureo (Ver pags. 46, 47 y LB)

=38 X=172.880=6.2

Aplicaxdo la férmula (19) tenemcs$

e "= F%'-%:g—-“ 1.0

luegos z = 172.88'% 1.0

Veeamos otro ejemplo: Supondremcs que $6 ha me-
dido uns resistencia eléctrice 9 veces y se han ocbtenido lce
siguientes valores i

(Ver tabla en la sig. pig.)
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R - AL Taxieucs R, = 835

Xk - -

525 [R-R,

5 s 4

e ] =

3.7 o 1

L35 L

gar !

355 2 :

tc;_"j'; (5] | T=2 :'9'* 0,2

lueg o1 R=855+0.2 = 8352

31
Busquemos: [(R ke

0.0k
0.64
10.24
1'( .04
ke
0.6k
5424
37.48 29 = 5,3

equi £ = 1 en todce los casocs y h=l, Iuegos
OR={/5.3=2,3 .
R - 7‘5 - 0.8
Iuego; R = 835.2 + 0.8
JPara mayor seguridad se pondr{m .
R = 83521 LBJ



ESTUDIO DE UNA FUNCION

CENERAILTDALEES §

El prodblems que mis frecuentemente se le pre-
senta al experimentedor es expresar en una relaclon matemé-
tica ol resultado de su expcriencis, © sed, epcontrer une
formula que latervrete matemiticauente el Fenomeno que estu-
dia, Tos resvitados de les evperioncias se pueden reduclr a

una tsbtla de valores entre Jao dee varlebles en cbservacion.

! En casi todna}loe. casos e pueden encontrar a
partir de la tabla do funcidn una expresiom enalltica que re-
lacione las dos.variables. En este capitulo estudisremcs pri-
mero elgunas proriedades de esa expresion ¥ lnego el modo de
detorainerla, basuco sdle en loas datos quo arrcja la expe -
riencia (tabla de valores).

Pausaremoe 2 ver algunas propledades de ssas fun
ciones. ;

ESTUDIO NUMERICO DE 1AS PROFIEDALES DE UNA FUNCION:

Célculo de lus diferencias:  EL primer método de investi-
gacion para estudiar una fup-
clon censiste an la obtencion

o caleulo de las diferencizs, Conslderemcs un conjupto de va~

lores observados, representadis por:

xiJ 31 i ™ 1) 2: 3-.'----- e
los valores de X 86 supondran equidistantes s

e TR ™%
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las Q! forarzte~ o ire=ra an fef'ren comol

Ly -3 (1)

y las diferrn:ias popundas pors

2 4
L7y 2ay, ., Ay (2)
del mismo wodo, pora k > 1 se tlane:
k = k']. k'l
A e B g e ey (3)

De (1) se ticnag
¥y = Tg b AT,

2
7= 71t Syl Sy ) By e b iy
0 send Yo = y0+ B Ayc,.A Yo
2
¥y = Yo+ é-y? = {yo-l- 2Ay. + A yo)q-(‘;? yl-rAgrl)
; 2
= (yo+ 2 Ly + A%y e (83 5,* A% y+a Yo
2 b) "'A.vu )
Ty u¥or 3 AT e 30 W RATL LT
. Se vé que estos datos pueden representarse en
forma aimbclicn en la sigulents formas
- 7y ® €1 805
2
Jp = (1 +A) Yo
= {1+ A 3
y3 =(l+8)2y
En 1a cual (1+ A) actuarfa cano un operador
sobre y_. De igual modo establecerfamos que;
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Vg= (Lra)e 5 | ()

, eremos un s uulo de calculo de les diferen -
cies. Supduguse Qe 6e b2 chirsnido la siguiente t2bla ca:n
regultado de nwra avparicac i1 [Za tabla corresponde & la fun-
¢4Tr 'y i+ 4P)  Uarons 6l ciizulo de las diferencies, |

£ara ottopar Ay = 5,2 por ejemplo, se tieanes
| 32 -I25,0 =58

Tara obleuer L2 y=0.6 por eJemplo, hacemos
,8 - 4,2 = 0,6

les diferencias se colocan en columnas parale=
las una al lado de otra y ceda diferencia se ve ocbteniendo
efectuando la diferencic entre loe vealores de la columna que
la wntecede,

: x y | Ay |a%
4L.0| 16.0 :
4.2
4.5 20.2 0.6
5.8
50 1 85.0 0.k
5!2
6.5 |30.2 0.6
5.8
6.0 13%.0 0.k
6.2
5.5 [42.2 0.6
6.8
. 7.0 |49.0 0.k
Tl
7.5 |56 .2 0.6
7.8
8.0 |64.0
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les dlferencias so pueden segulr obteniendo in-
definidamente, pero ei las diferencias de orden n son constep
tes, 13 Ce crce~. n +1, n +2,,..,, 6tc,, son milas, A ge-
mdo sueie usérse con ventaja la siguiente notecidn para de-
finir las diferencias,
st y=1(x)

Ay =ar(x) = f(x+ Ax) - £(x) (5)

N 7 ['f(z-ra Ax) - #(x + &x_J [f(x + Ax) - f(I)J

o secs
A%y e f(x+2 Ax) -2 £(x + Ax) + £(x) (6)

Deremos salgunus regles para cperar con A
Ay + n)= By + A2z
s(c y) =chay
AX® =(x+ AX)R. -xBan. Ax X7
ala, x'+ sieeb8) =n a8, Oz s L

(:) {x +1) %o bp ' ~aep) =, iy oy (x - n+ 1)
ni

nl

(ﬁ)-h.u-u—(%ﬁl (x+1 - (x -n+1)

&%) - BEE Deeoo (x-828) . ( 3)
(n - 1)t




Definiremcs shore By

o tembiéns

By * 3y - ¥

By = £(x) - £f{x - Ax) (n

osea Ly es la dlfercncla hucla atrés, asf camo Ay ea
le diferencia hacla adelante, lucgo se tiene:

mos como

segun (8)

lo que se vé

pero;

(8)

Supcngemes una tabla de valores en que elegl-

A¥n =A% 41

punto origen (xo, y,)
& 1y Ay a2
J
x-2 y-u
1_1 i -1
4 R
xo “yo ‘-g‘l o
|- - " -+ A -
X ¥ - Ayo T \‘y 1
1 1 - by AE-“'
R e S A T
Aya-A.Yl

claramente en el cusdro. Se tiene también:
s o a(ay.) = 8(ay)) = a4y,
2% gy = B(Byy)" Blay) = Aoy

a(Ay,) = B(ayy)

L



luegos Ady, = LAy, ‘ : i

Iag difevencisa ,pues, las podemos representar
en el siguiente 4'agrorar

\

DERIVACION NUMFRYCA:Z Su& Lna curva cualquiera S1 se
, traze npn secante entre dos pun-
tae de le cu.va, sapemos que eg-

td tlene una tangente paralela

AQY P

B o Sl a la secante. En el ceso general
e la gheelsa del punto de tangen-
A7 =777\ cla no corresponde al punto me-

RO i : ™~ die de lss ebeclsas de los pun-

toe Ktrewce de la Jsecante Sin
ewburgo en las para‘boles las
abacioras de amb s puntos cdinci-
den) Conslderemce este casog

X~ 2 x x+4&x  Irpongemns la condicién de que
la pt..rabola pése por los pun-
tee A, By C.
POor pastr por A:
flx - Ax) =y - Ay =a(x -Ax)2+ b(x -Ax) +¢ (1)

por pasar par B J
f(x) = y=a x2+ b x4c (2)



por pasar por C;

PB(x+ A7) = y+ Ay = a(x+ Ax)24 bz wax) + o (3)

51 restamos (1) de (2) ee tienes

Ay=2 ax Ax -a( ax)2 4 b &x (1)
81 restamos (3) de (2) tenemcs:
Ay-25£bx+u( Ax)2+ b Ax (5)

sumemos (4) y (5)
Ay + Ay = 2(2 8 x+Db) Ax

6!4 EE

0 seas g R X e axed
pero segin (2) y'=2 a x+b
luegos Y-S -
eg ¥ s (6)

Con esto hemos obtenido un método para sacar
la derivada de una funcion & base de su tebla de valores ,ya
que en un mturvelu pequeio podemos esimilar la funcidn a un
arco de parabola, Podemos poners$

A_y'i' A_—v
2
vz A x (7

Iuego para obtener la derivadas se busca la se-
mi-suma de las diferencies consecutivns y se divide por el
intervalo,

Vamce un e Jemplo de obtencion de derivadas , Sea
la tabla de valnma provenientes de la funcion y = x3 cuya
doriveda vale y'= 3 x,



Bl . i e = e AT Bt 4 28 A _TNial™ . aldidl ECLFT TSN EALY ALY L AL L R

- ﬁ -
x V.7 . {43 %‘(AIN) y'
lom 1.00
. 0.16
1.05 1.16 0-16 5‘5
0.17 J
1.10 | 1,33 0.18 3.6
0.19
1.15 }1.52 0.20 4.0
0.21
1.20 |1.73 021 {A.3
0.22
1.25 |1.95 !

Més ade lante veremca algunas aplicaciones de la
derivada en le determinaciin de funciomes & partir de la ta-
bla de valores,

INTERPOIACION

Cuando & partir de una taebla de velores, se en-
cuentre une ecuaciin que relacione las doe variables X e y,ée
puede obtener por medio de ella el valor de y que correspon=
de & un valor arbitraric de x. Fero frecuentemente se desea
obtener un valor aproximado de y que corresponde & um ,valor
cuelquiera de x, sin establecer previemente la relacidn que
vincnla a las variahlaa.

Para el efectc se han 1d.aa.do diversce metodce
de interpolaciam que corresponden a les £OoTmu 128 que luego
trataremos y que més ede lante enmplearemos en las formulas de
intsgracion mmerica.

1) Interpolacidn lineals

El procedimiento consiste en considerar el arco
confundido con la cuerda y dividirlo proporcionalmente . Esto
e8 aplicable cuando el intervelo es pequefio, Camo datcs ini -




yl -nyrj ": Ay

P e

&

X= %+ AX

~clales es neceeario ccnocer y e Y1, valores de la funcion -
corcedpondleste & x y x4.

\Buplngase que queremcs calcular y correspon-
dlente al valor; w

X =X.+UL AX
u 0

siendo
< Dy €Y

e e, i
e (1)

u significa la parte ul{cucta de Ax regpecto X ., - X..

Por seme janza de triangulos tememos s

RE - BC
AR AC
0 Beas ¥ T Yoo ¥ = ¥

xu-xo Il'xo



de donde: Ta=™ J,* B &7 (2)

Cvando se qulere interpolar en ura tabla de
furcicnes trigcaamdtricas generalmente se calcula. {mmediata-
uwente el fuctor u Ay de la siguients relacidn: :

AX o Ly

18X LAY
de donde; g v . - .
} = .l e -
et AX (xu xo} (3)

Vew.oo un clemplo de .lntarpolacim ]Ineal en
uns tabla de funcicnes trironométrices. Sea la funcidn y =sen
x., Nos dsmoe camo datos fniciales;

: |

) | x ¥ | Ay
30°20' | 0,5050 '

0,0025

30°30* | 0,5075 .

Querencs celeular 1 valores de sen 30°22*,24)
26', 28*, Rk

En estos cescs §
u=0,2; O,4: 0,6;70,8

Y aplicando las formulas obtenemcs loe“valo-
res que aparecen en €l cuadro,



x y
30°20° 0,5050
22" 0,5055
24 0, 5060
26 0,5065
28 0,5070
30°30* 0,5075 /

Veremos shore algunce casos en que la interpo-
lecién lineal no sirve POTr ser muy grande el intervalo Ax.

":__ea sieupre la funcion y = sen x.

Como detos iniclales tenemocs ;

x ¥y Ay
0; | 0,0000
0,7071
k5° 10,7071
Queremcs calcular sen 30°
u vale entonces g | u = %
Aplcando la. formu la tenemos ;
y, = 0 4% 0,7071 = 0,k7

1o que d& sdlo la primera cifra decimal correcta.

Como se vé pare intervalos grandes esta formu-
la es enteramente inaplicable. Sin embargo, es de gran utl -
lided para la interpolacidn en teblas de funciones trigono-
métricas ya que en estos cescg el intervalo es del orden de
loe segundce o minutcs y el mimero dé cifras no es muy grands .
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Cuando el intervalo es més grende o la preci-
810n mayor se usén otros métodcs que pasamcs a estudiar.

2) Interpolacién de segund
= grado;

Este método se basa en encontrar una parébola
de eJe vertical que sc aseme més a la curva que a la rec-
ta, Fara determinar esta parabola necesitamos imponerle la
condicién de que pase por tres puntog. Sean y -1’ Yo © ¥

estos tres puntos que corresponden & las =absclsas x -LI
Yo ¥ Xot &x, Sea:

y=a+b x + ¢ x2

la pardbola, Impongémosls le condicidn de que pase por .los 3

puntos .,
Por pasar por Y. :
¥y 1 = a+b(xo - Ax) + c(xlo - &x)° ‘ (1)
Por pasar por p 38 g
yo=a+b x + g X (2)
Por pesar por y, !
yp= 8+ b(xo+ Ax) + cfx  + s x)® (3)

restando (1) de (3) tenemocs:
Jl - y..l-- 2'p &z -l-. 4 ¢ ZO‘AJC
(yyy) + (r,=5y) =2(b Axs2 0 x, AX)

luego: AY, + A - 8
2

=bh Ax +2 ¢ X,AX (1)
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S1 sumeamoe (1) y (3) y le restamce dos veces
(2), se tiene:

i

y-1+y1-2a+2bxo+2cx§+2c( Ax)a
2 =2 2t
23-0 a+ _'txoa-acxi _

El sistems est.u expresado por (2), (&) y (5)
lo que permite resclverlo fa.cilmente Supouga.sa que quere -

mos encontrar un valer T correspondiente a un valor de
X =X_+ ulx (6) o<u< 1
de modo que! O (
e 7)

Yy = r(xo+qu]
y,= a8+ b(xo-r uax) +ce(x, + u Az)e

Desarrollando tenemos ;

2
Jy = 84¢d X sc xi-ru(b Ax;EchAx)mz c( Ax)

y reemplazendo los valores obtenidas en (2), (4) y (5) tene-

Ay, +AY AAY,
=y, * ._02_.211 + 2 2 (8)

Comparemcs el grado de aproucimaclon de este me-
todo con el de interpolacidn lineal, Sea nuevamente la fun-
cion y = sen x, Nos damos los valores:



x y Ay APy
x- 0° 0.000
1 o, 585 -
x, |22°3' |0,385 -0.059
0,724
x) | L5° 0,707

Busquemos el scno de 30° por interpolacion

u =

AN |~

Aplicando la formula (8) tenemos :

i 1 .l
}'u 0'383"' 3 0,3535 ﬁ 0,059

y, =sen 30° = 0,498

Eay un pequefic error de un %i. Pero @min este °
do a que el intervalo

error de %‘! es grande, error que es debi
de lnterpélacian es uuy grande,

n 3 -
Veamce un ¢Jjewplo de interpolacion en una ta-

bla de vzlores erbitrarice. Sea la tablag

(Ver tebla en la paz. eigulente)

Queremws interpolar el valor de y correspondien
te a x = 4.9, Nos apoyamos en loe valores h.i; 4.8y 5.2 to-

mando camo X el valor 4.8. <

1
L et e 0.25
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X y Ay Ia%
3.2 | 1,078
¢
3.6 1.0
‘4,0 | 1,071
1= .4 1.062
-1 -18
x, 4.8 | 1.0 -16
5.2 | 1,010 sl
P ) ; i
5.6 | 953 | |

luego teuemos que celcular y 25" Segun (8) tenemos;

b 12

-
@
Pt

Y .25 = 1,044 - 26

30'25 = l.ohh = 6.5 - 0-5 - 1.03?

Iuego pare x=L4.9 y = 1.037

Veamos otro ejemplo, Sea la funcitn y=1lg x
(ver pag. &4)

Queremcs. calcular log 3. Tenemes;

Ax =2 xo-h



x ¥y {Aay |e%y
. x_y 2 0,‘301 .
' 0,303,
x 4y |0,602 -0,125
]
0,176
x-l 11 6 0,?78 -0,0!}1
0,135
X 8 0,903 0,038
0,097
Xy 10 {1,000 T

aplicando la formula se tlens:

y = log 3= 0,602 - 0,238 §1 - 0062 1
u

¥,=0,6(@ -0,119 - 0,016 = 0,467

o Be&; g 3 = 0,k67

51 queremcs calcular 1qg 9, tomamcs X5=8; u re.
sulta 0.5. Iuego se ticne 3

‘. 1
¥o,5 = log 9 = 0,903 + 0,116 7 - 0,020

0.5 " 1g 9 = 0,903 + 0,058 = 0,005 = 0,956
luegos; . lg 9 = 0,956
de donde, con mas precision;

log 3 = O:"‘?B



Transformaremos 1a ft'minh (8) de la siguien-

te maneraz; N

b l;?‘ v Ayg_ Ao AAT, -
2t et —uy F— U+ 2
Sumémosle y restem®le 2 Vo  teremes:
e
-3 Ly uw.B¥o~ B¥o A% 31
yu yo + 3° + 5 u + 7 “2
o - A% y-1
p seas Iy =T+ A¥p u+ = ufu - 1)
pero | FR S
\ i 4
y 0 w2 X0 35 X - X1
N AX
j'reemplazamlos 2

AYo A ¥yl
. —_—— (X - Xyl
Su= Yor—zs ( o) P
psf epe:ite la formla de mtaarpola.cion de se-
gundo grado tlene foina six ey a iss formiles de interpola-
cion de grado n, que pasuremes a ddducir.

(x - x0) (x - x9) (9)

3) Interpolacicia de graco n.

*
Fa este provedimierto g29imilamos lz funcion a
una -parr‘bola e grado 1: cuya ecuacion es}

- y =ao + a11_+aexe F e 3 el (1)

Para determinar los coeficientes le impondremos
la condicidn gue se satisfoga pera lcs n+l valores cbeerva-
dos. Al conaid.erar la férzula de mterpolaclcu se supone que



- b -
los valores observados estén en prugreaion arl'l:utica, o gea
que s
X =X, 1+ AXx=x ¢+ kAx k=12....n (2)

Se observan n+l valores;luego son nulas todas
las diferencias de orden superior & n.

Pongamos ; i s X'+ % B
- Ax *
y recordemos la formula (%) .do la peg. T71.

3 ‘
¥ = (L+A)  yo= yo* k Ay, + ;]‘_(E.é.;‘,_})__.ﬁa Yo ¢ eon

X k(k—l)...l;l..fk-n*l) v, (¥

"Pues blen, escribamcs la mncic'm de x
o
F(x) = Jo * (1 ) A;.ro*( ;\ Aayo * seaet (R)An Yo

Observeamos qué F(x) coincide, semin la formu-
le (3) y 1a (1) recicn citades, com y para lus (n+l) abscl-
Bas B P P xl eesee Xpn, Fero dos funciones de grado n,

61 colnciden en (n+l) apscisss, son tdentices (*). De donde
la £irmila de interpolacion de grado n eas

y"1= Jo+ (i‘) AYG"' ( g) A Jo + "‘."'"’ (g)An Yo (5)

Veames un e Jemplo de la aplicacian de eata for-
mila,

Sea la tabla de valores (ver tabla de la pag. 8i4):

wueremos obtener el valor de y correspondiente
a x=2,2 tomando n = 3.

(*) En efecto, a1 los velores de

£(x) = . 296 enini 8 &, ; g(x)-bn x“»,...'.-. LA



- 87 -
T.omamos 30.1

Aplicando la formula (5) nos queda:

2 -
x ¥ Ay 2y A
1 , 105
0,703 0,103
2 | 2,808 0,184 | 0,081
0,806 :
3,614 : 0,263 | 0,0
0,990 : :
b | k,604 0,341 0,078
0,253
5 | 5,857 0,422 0,081
1,59
6 | 7,451 0,502 0,080
2,016 5
9,467
2,518
i 8 (11,485
- yu - 2?958
son iguales para las abscisas Xg, X) ~~-=--- X, la diferencia

£(x) - 4(x), que es un polinomio de grado n, tieme x_, XJ,...
X, por ralces; pero un polinamioc de grado n puede tener mas
de n re{cea, aolo cuando se anula ldenticamente.

[~ =



—— lataYids ) ‘—'-l-'“-‘m

280
o sea a x=2,2 corresponde y = 2,958
Alisamiento: ‘

Cuando se tiene una tabla de valores & memudo
se desea hacer un gréfico de las ,dcs variables para obtener
una curva represenvative del fonmeno que se estudia, Suels
suceder gque la funcion que Be trate de representar graﬁca-
mente es algo irrggular y entonces 12 curva en vez de hacer-
Be pasér por los puntos, se dibuje de modo gque pase entre

elloa.
¥

0 sea los puntos muy altcs se bajau un poco y
los muy bajos se euben un poco, Buscaremos una formila nu-
mérice pera reslizar esto,

Se tisnen los puntcs¢ ¥z 33,593

Supdngsee que queremcs calcular la correccidn
para y,. Podriamos recurrir a promediar los tres valores
Y -15 ¥,» ¥ PETO eata seria una correccion demasiedo exa-

gerada, En vez de esto recurrimcs a prcmediar e€3tos tree va-
lores pero déndole coeficiente dcs de importancia al valor
central (yo).

0 seas - Y4+ *2% *;y
So = = e 22 (1)
N
=




<A

Esta formula es copocida con el noubre "
f de -
mila del promedio movil"™. Trazando el grafico con loa valg:::s
Yo €e obtlene una curva mas ldsa.

Vemos un ejemplo mmérico de ‘aplcacidn 4 .-
ta formula, Sea la tapla: : pdise

x|y |5
e 316 |
L [ 138 {137
s 5 | WL | 143
o |7 |ik7
7 | 148,147
8. | W6 | 145
9 {140 | 137 ~
i 10 {123 |---

El elisemiento tiene gran empleo e importancia
en la comt.ruc.cion de los grariuce satadisticos cuyo estudio
se hace en el capit.u]o de estadistica de este mismo volumen,

Integracisn NUMLRICA 3

Deduciremos en este parrafo las formulas de
Simpson para la integracion rumérica.

Ia idea de Slmpson conslste en eaimilar una pa-
‘rabola & la mncion. Pare determinar las copstantes se impo-
ine la condicicn de que pese por tres puntcs. Por este moto-
sdo podemos encontrar la integral de una funcion a partir de
geu tabla de valores.



en la

[*

/x-l

i
'
'
4
\
1

1 %

e P

b
-

1
*"i
|

one quereims calcular la 1ntmal-

Supoqgwln!
i Fot By
ydx = ¥y dx
1-1 xO- Ax

()

Un valor arbitrario de x cqnyren:iido entre x]
¥ X eata dado pur ;

X =X +u lXx
o

S1 en (1) reomplazemcs y por el valor obtenido

ydh}

ya que para

luego tenswce ;

e

1

(Yo-rb'y

vég. B85. f5:mala (0) tenemcs;

ot &Y,

&'.-Ayo

X=X+ ax

x= xo-A

Du{. A'-'l- MP’ AX

g

fU

2

x u=-1

e

Aq, ;-L“I-

-

u=1 dx=AXxdu

e
2

4®) Ax au (2)




-Gk n

| x + AX
o~ e K x 3

O Be&} -
’}V dX-n.aQ Ax(yo A‘:yo ) (3)

que es la primera foima de la tormula de Simpson para la in
tegracion numerica. ‘a forme (3) indica que la inteyral vals
el area del rectinsrio de base 2 A Xy altura y, mas la co-
rreccion debldc & gue ia fuucion no e8 una recta.

Si se hublere tratado de uns parabole de tercer
grado el resultudo lmbiera sido izual pues observandoc la inte-
gracion Se ve que los termince impares se van.

Le formuia (3) la podemos transformsr como el-
gue: . £
Recordando ques
BBy, =¥y -3) - Wo-73)=7.1-2%* 1y

y reempluzando este valor en (3) se tlene:

Il :
[, ax =2 Axlyg,d-1 23" N1)

X-q 6
uegos l x1 .
k /3’ dxe _8X (7-1 + b yo+ yl) (%)
i x_l 5
[ -

Supongamos que ahora queremcs evaluar la inte-
gral de una funcion en el intervalo a < x < b. Para e3o divi-



-Yye -
-dimce el intervelo b - & en un numero per de partes (2 n),
slendo cada parte igual 8 4, X, 4n segulda por cade grupo de
tres puntcs pesamos para.bo]aa sucesives de eje vertical y

efectuamos la integral por suma de las integrales parciales.
0 scas

e
RO
el

y'_} yl ovio. ..E..l..!zrzn
H |

SO (PN SR (R SR, (R AR T

7.0 -‘1 Ia...-...----lgn

i » o
(b |72 [z ¥ Xon
[y ex= jyaxely axe s/ I E (9
/8 /ax '7.2 A S en-2

I ]

’ -
segun b Be tlens;

Ifile el h
[} d_x -
/II{, 3 (yo+ y1+ ye)
-xh Ax :
A F OxS e (5o + % y5+ 3y)
%2

(x
{y dx = '&;" (yh-a- k y5 4 36)
l xﬁ................"....-....

X2n AX i
y dx = =—5—-— (yzn-z + 4 Yzﬂ..]_ yan ]

*2n-2
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Reemplazando eatcs valores en (5) cbtenemos;

h b X2n &
yax = [y dxos SX(y v b yyt2 gt b o T
a X, 3

(6)
- + -
.2 Jop-2 4 Yon-1 YQD)
que es la forrule de Simpson,
Debe noterse que n queda definido porg
2n Ax=b - a
b - a
luego: R e (1)
de donde} b -8
AX T S (@)

Veancs alguncs ojemplos del uso de estas f£or-
mlas , Queremos avaluar la futegral;

fos
dx
-hj TT 32 = "tmagdo 2n = 4
o

Calculemos la t_',a.blﬂ de valcres, la MI(;R est

- h -
J _1+x2

y segun (8) AX = % = 0.25




o Ok -
x ¥y 1
0,00 4 .0000 L dx . 3 i
0,25 | 3,747 j 12 T [ 40000
0,50 32000 o
0. 2 8500
1.33 2_') + L(3.7647 + 2.5600) +

+ 2 { 3.2000)+ z.ooo]

0
]faegot e 27.69-.8. 5.1436

Veremoe otro ejemplo de integracién mumérica.
Encontrar el valor de la integral.

2

/!
I‘l‘} I/ls+x5 dx -tomando 2 n = 4

o
Calculsmos la tebla de vzlores., 12 f'unt_:ic'm e83

e
¥y Vll“' 13 Yy A X = T --é-— 0.5 .
Iuego: 1 -u; |’2.000+ k(2.031+2,716)
e J . 42 2,236+ 3,46k
0.0 2,000 ‘
gt At I=2 (2.000+18.988 +
| 20 | sice J + LAT2 +3.050)
O-BSB‘
I = L. 821 ¢

FORMUIA IEL QUINCEAVOg
la formula de Siapson rige con exactitud para
funciones de segundo y tercer grado. For lo tanto:
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N =

f; ix =8 +a( ax)5 +( ax)6 + ....

a
b
iy dx =8 +8 €& = error
v a
siendc S el valor dado por le formula de Simpson, Se Come-
te un error de a( At)ﬁ ( 2x)6+.... debido 2 que esta
es velide hesta la runcio de tercer grado y el integrmr ge
couvierte en funcion de cuarto grado.

Al ampliar el intervelo de integrecion quedes

“2n
Yy dx =35 » &

X5

Ien_sx + 2n Ax -

{':2“ =g( ax) +8 (Ax)5 + ( 6x)6 + ....02)
%o .

giendo 8 ( Ax) el velor que de le formle de Simpaon to-
mendo entre ceda punto de intervelc 4x,

Ax
8i tamemos un intervelo e =

I2n= I + hn ( )

X
_,/-yezx = S(T—. + 2 ﬁ (-""E"'-‘"] 5 (—%—x—-)ﬁ+ . (2)

e Mu1tiplicendo (2) por 16 y restando de ells

(1) se tiene:
*2n

15 f.v 51-158(_2—34- S X) - s(bax).



que es la formula del quinceavo, O sea sl hemos calculado el
yelor de une integral con un intevvalo ( AXx) y cueremos sa-
bor 51 eate no a3 my grenda, cal.u".t-:mm 14 mtcgrnl oon(—..ﬂ

 y calculaucs por medic de (3) un velor més exacto que nes pur-
wite ver si el imiervalo ( A X) era uuy grande o no,

Mr.ma. ,
B( Ax)= &€ = error -

y a8 (3) y (2) se deduce;

! 4

“'—i'f-]“( ¥y ~8 AI)-l \
Veremos un e jemplo, Calculers e
i e
L= log 2 ae Liumsy-;l

b 4 I Y

(03] 1,0’1‘30
25 0,30000
50 0,‘:6567
¢ i
vo

0,572h3
| . 0,50000

f‘.i tawancs Ax = 0,5 8o tlenes

3( ax) = é (0,66657 . 4 + 1.00000 +0,50000)
S{ ax) = 0,60Ls3
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54 tamemcs Ax = 0,25 tenemos §

A 22 '
S( —,‘,-’5—-) s (0,66667 . 2 + 1,37143 , 4 + 1,50000)

Luegos © Leg2 = 0,69%5 - 2:.0_%113
Log 2 = 0,69%25 - 0,00008
Log 2 = 0,69316
slendo ‘au valor verdadero y
Log 2=0,69315

Con esto demce par terminado el estudio mume ri-
co de las propledades de una funcion Yy pesamcs & estudiar la
detaminaclon de la funcion misme,

DETERMINACION DE FUNCIONES ;

Como se dljo.al comenzar el ca'pfw.lo tiere
gran importancla para el experimentador, conocer a partir
de la tabla de velores (resultado de su experiencia? una
ecuacidn que liga las variables en observacion,

Como se expreso tewbien anteriormente las di-
ferencias constitulren nuestro principel slemento pare el
trataniento de este probleme, Veremos a contimacion alguncs
ms todos generales para obteusr ecueciones que representan ti-
pos especilales de datcs.

Mé todos gene rales .-

1) Se tiene un cierto mmero de valorea (xy,¥4).
51 los valores x, forman una prcgmsion aritmética y las
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diferencias de orden r son constantes, la ecuacidn que liga a
ambas variables .es:

Yy =8,+ 8 X+ B N i a,r'x'-' (1)

51 las diferenciss de orden r son'constantes Lo
das las diferenclas de orden superiocr son mulas, Iuego segun
rormula (5) de la pig. & se t:la:.es

e 7o+ ay o) 8%y e BT 3, (2)

siendo;
OO MO P S 25| R
g rc
el coeficiente de x* en el deserrollo binomial de (1 x)k

En general lw datcs obtenidos experimentalmen-
te no tienen ninguns uiferencia constante, pero si pueden ser
eproximadamente .coustontes . Wn estes cascs podemos decir que
1z ecuscion- que lge ambas variables es aproximademente del
tipo de funcion de la formula (1).

Pare funillcrizaxr ©l elumno coh le operstoria
de estos problemas, verificemos *esta propieded para la fun-
¢ion lineal y de segundo grado. Sea la funcion;

y=ax+b . tenemos adewss

g+ Ay =alx+ Ax)+p restando lss ecuaciones nos
queda: y = & Ax

ro AXx constante ya que loe x estan en prcqreaicm arit-

' metica. O sea la primera diferem}a de una funclon de primer

orden es constante y por lo tanto l2 segunda diferencia es
cero,
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Veamos para la funcidn de segundo grado;
- Bea y=8&8 X° + bx+c

v+ Ay =alx +Ax)2+ b(x + ax) 4 ¢

Ay =2axax+bAax +al ax)2

o
Ay+a y=2 a(x+ Axax+ bpax+ al A x)°

aly= 2 & ax)?

Tusgo la segunda diferencia de una funcion de
segundo grado ec :caetante y la tercera ee cero,

Ejemplog
Sea dada la sigulente tebla de valores

Se pids 1o ccuacion que ligaxe y.

x ¥ ay |a%y |

3 -17.4
s (s §

5 -16.3 2.1
5.2

7 {-13.1 2.3
oY) '

9 - 7.6 : 1.9
7.4

11 «0. 2 s 25 28
8.5

13 8.3 3.0
11.5

15 119.8 2.6
Wn.l

17 3%.9 = 2.2

19 |50.2 ?
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Si aproximamos las segundes diferencias pode-
mo8 decir que son ccastuniea. Iuggo ia funcion que relaciona
X eyess 2
y=ax + dbx +o

Para determinar s, b y ¢ tamaremos un valor
al principlo,. otro al redio y otro al flnal do la tabla (°).
Por e jemplos x=5,9 y 17.

Tenemos el sigulente sistema:
25 2% 5b +c= -16.3
8la + 9n+c=-176
' 286 a+ 17Tb +c = 339
cuye solucion 8
a=02510 be=-1,30 c¢=-15,88
la ecuacion serfa:
y = 0,2510 Ie - 1,340 x - 15,88

Colocarsmoa a cnntinuacim upa tebla camperan-
do los valores de la cbrexvacis: con los calculados por la

formules

(Ver Tebla en la p&"lg. siguiente)

(*) Genera.]mente no se acepta este matodo para determinar les
constantgs dada su gran 1mpmiaion.
Parae 1a determinaciin de constantes, ver el Cée
pitulo "Determinacion de Constantes” de este mismo volumen.,
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3 x ¥ obe rc,,l,;.. air. X
3 -17,4 -17,6 | -0,2 :

p -16,3 -16,3 0,0

0 -13,1 ~-13,0 0,1

9 - 7.6 - 1,6 0,0

11 - 0,2 -0,2 0,0

13 8,3 §,1 0,8

15 19,8 20,5 -0,7

17 33,9 33,9 0,0

I | 0,2 49,3 ! 0,9

2) Si se tiene un cierto mimero de valores
(x4, 71) tales que lce x, seen equidiatﬂntes y los corres-

pondiontes de y faormen una prcgraaion gecmetrica, la ecus-
c10n que relaciona las variables es:

y =k a¥

0OBea y €8 una funcidn exponencial, Si tomemce logaritmos
de ambos miembros se tilenes

log y=log k+x log A

que e8 una atmaclon lineal en x y ']:‘flg_l luego si los x for-
man une prcgrealon arimst.tca, Tl Ig y también seran  equi-
distantea, y se tiene:

lq yi- ICB yi-l- =
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0 BeAa;

-

¥
: =g% =

71-1

luego:
9. * . C93

que indica que las yj3 estén en prcgmifm geamétrica,

las diferenciss de una funcion exponencial k
a X constituyen otra exponencial, pues;:

o -k(an - 1) a*=x* o
por conslgulente, 81 los valores de las diferencias de orden
r de yi formen una prcgresion geomet.rica cuando lo8 x4 estan
en progresion aritmética, se verifica la relacions

y =ac‘ alx‘tv.l-"'ar-l zr"l + kaxt6)

si en (6) se tiens re=1
quedas: ¥ na R a*
E jemplog

A Sea la tabla de valores. Queremcs encontrar unn
expresion anal{tica que ligue las variables en observacion:

y Ios x eatun en prograsion arit:net:lca

x
y los y estén en progresiin geométri-
0 60 00 ca;
1 51.66
2 hlé hg Tenemce § b
5 5 !2 1- =
A ~foe "o
28.32
2 24 k2 Wh.46 . o 861
T 21.% 5 - ‘
8 18,06
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.28

= 0,861

o sea -pclemos decir ,due los y eatan en progresion geame-
trica. luego la ecuaciin de relaciin entre x e Yy es

y=k =&

Métodos particulares ;-

Pasaremos & resolver alguncs prcblemas cuyo
método de resolucitn no obedece a ningura regla general, gino
que depende de la mayor capacidad y nabilidad del operador.
Sin embargo alguncs de estce problemas lcs podemocs agrupar
segun sea el elementc de que nce valemas para su resolucidn,

A) Empleo de las diforencies.

S1 tenemocs una funcion exponencial de la forma:

*

x
y=c¢c a
. (x+Ax)
v+ Ay=c2 a
LAy=cC a(x+A1) &
= c ax(abx-_- 1)
Ax

a" =1=ct

"

pero
stempre que los x estén en progresion aritmetica, lLuego:

2 y = ke ax)

e
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la dit‘ernnﬂi.?. es pronorcincnal al valor primi-
tivo, S1 teneucs una Tu.cilno lgafmica de la format

y=lg, x

T AL RX
L LR e A
Ay = lg, X logg (1 + _:

desarrollendo el soguhdo miembro en serie tenemos

dapo 3 ([ex el ptns &

siepdo M = ct2, ¢1 modulo del logaritmo o sea el logaritmo
neperianoc de la base

log, (14

M = Ioggg*

- Despreciando los términce de mayor gredo que el
primero se tlens; :

i Ax
o G | T iy it
=R X

51 los x4 estan en progreaic'm aritmética

w.
Ax =
y queda: ¢ Ay = _.E_
: La
siendo c = _..Ml

luego hay una proporcicpnalidad inversa entre la diferencla
y el valor de x. O blens

xAy = C
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el producto de la varlable por la diferencia es constamte.

B) %rplen de la derivada.

?aremos algunos ejemplos en los cuales la fun-
cién se encuentra aprovechando una relacldn entre la varia-
ble y la derlvada.

Ejemplos: 1) Sea la siguiente tabla. Se plde encoutrar la
¢ funcion que relsciona x e y,

Tl f ¥ y'ly
1 : 5.0'

2 | h.} 1.55 0.36
3 | 6.112.1 0.3k
L | B.514,0 0.35
5 1121 k1, 0.2k
€ 116859 0.35
71239 18.2 l 0.3
B ;35.2 |

X Obtenemos la derivada y vemos que la relacion
{ es aproximadamente constante y su promedio es 0.347,
y .

o Bea; L = 0.347
¥
Iluego integrando se obtlene:
lny=037x +1nC

de donde ; y =C eo.}h'}'x
En segulda se determina C como valor medio de
| os y e=0r3MTx.
3) Encontrer la funcidn correspondiente a la tabla

de valores i
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£ y Ay y' yy'

0 2,00
0,45

1 2,45 0,45 | 1,02
0,38

2 2,83 0,36 1,02
0,34

3 3,17 0,3 | 1,00
0,29

4 3,46 0,29 1,00
0,29

5 + 37} 0,27 | 1,01
0,25

6 4,00 0,25 1,00
0,25

7 l,25 0,24 1,
0,23

R 1 4,48 -

i

Formamos la derivada y vemce que €l producto
y y' es constante e igual en prumedio a 1,01, Iuego se tlemnes

'y y' =1,01

2y gy =202

gy = 2,02 x+C

de donde ¥ EVQ—.‘O_Q—_X-&C

es la ﬂmci_én pedida; de y2 -2,02 x se obtendra el valor de
€, que €8}

C = 3,95

C) Empleo de lcs logaritmos;
Este tipo de procedimlento tiene gran utilidad
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cuando se trata de funciones exponenciales, Bsta clase de fun
cicnes'se reconoce facilmente debido a la répida veriscion
del valor y en la tabla de valores,

Dada la tabla encontrar ls funciin.

x y |1lsy 4 gy
1 3.0 0.L77
0,158
2 4.3 | 0.635 o
0.152 tmotaag que este tipo de
3 | 6.1 | 0,786 funcion ya ful tratado
0.1k {en la pig. 101, y en la
4 8,5 0.9% solucion del problema
0.155 | puede emplaoarse cualgule
5 112,1 | 1.085 ra de le dos métodes) .
. 0,146
6 |16.8 1.231
0,149
7 1239 1.380
0,143
8 133.2 | 1523 | 1

: El1 procedimiento conslste en buscar los lo-
garitmos de y. Iuego se calculan sus diferenciss. 51 la pri-
mera diferencls sale constente sabemocs por (1) que:

logy = ax+bd

ax+b X
lueg 03 y = 0 . T ek

En este caso Algg y puede consiierarse cons
tante y entonces el método es aplicable. Los lagaritumos .de
¥y 8e pueden buscar con regla de calculo ya que solo se preci-
& que lus diferenclas sean aproximadamente coustantes .
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51 se verifica que les segundas diferencias sm :
constantes ee tepirfa:

lc'gyﬂax‘?+bx+c
b
A s lo(ex?+bx+c) L ma(xz+ = x)

y=k cx(x+e)
slendo k, ¢ y e constantes.
D) For ultimo haremos un & jemplo en que el pro_
blema se ha resuelvo aprovechando solamente la hebilidad del

operador.

Encoutrar la funcidn que corresponde a la tabla:

) -¥x B
1.5 | 2.60 | 1.60 ; l=2x -2
2.0 |1.80 0.80 R
2.5 | 1.53 | 0.53 53
3.0 | 1.0 | 0.0 AN
35 1.3 0.32 G
L0 | 1,25 0.25 3., &
k.5 {123 | 0.33 e

Como se vé los valores de y scn decrecientesy
6 acercan & 1. Eost.e:acsle 1‘..1 cade valor de y. Cada uno de

los valores (y -1) es _, .., 'E'"" del primer valor, © se&;
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1
0.80 ol 1.60 ; 0.55-l

3
\
Iuego cada valor se obtiene dividiendo 1,60 par

s R 3& etc. Fero estos numercs se pueden representar por la
expresion 2 x - 2 o sea:

1,60 ; o.uo% 1.60

L6 v vq /8

y‘1+21_§= B |

0.8 <o

dBdQnde: y-
-

CASCS EN (UL HAY (UE COREECIR
TR T/3LA DI VALUASS §

A memudo en las  experienclas el operador co-
mete una falta o un error muy grande, lo que hace que en la
tebla aparezcan valores discordantes del resto de elloe, En
estos casos hay que corregir la tabla antes de tratar de en-
contrar la funcion que liga a les variebles, Este correccion
es sobretodo aplicable cuando el operudor, durante la expe-
rlencla anote los valores algo dudcecs,

Heremos un e jemplo en que hay que corregir la
tabla, lo que nos dara una 1dea de camo se tratan estos casos.
Sea una tabla de valores;

(Ver tabla en la phAg,sigulente),

Celculamos lag diferenciss . En la Erlmera dl;'a-
rencla no se ncta nada, Al hacer la segunda se Ve que 1os ul-
timos valores varian mucho y muy irregulsrmente,

El error parece estar en el valor de y que co-
rresponde & x = 15, Luego en vez de poner 23,0 ponemcs 25,0 -
# & y detemiinemos ® de modo que el error se reduzca. Vea-
mos como quedan las diferencies.
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x | 3y yay |a%
3 |-17.4
1.1
5 ‘15 .3 2.1
3.
7 [-13.1 2.3
545
9 i 706 1.9
T4
11 |- 0,2 2.1
9.5
13 9.3 4.2
13.7
15 23,0 0.2
1%.9
17 't %9 3.4
17.3
19 | 5h.2
2
¥ &y &0y
9.5 :
L2 %38
13,7 + &
23,0 + & 0,2 -2
13,9 - & 3,8 + 8
17,5
Debemod calcular un valor de § que hega lm

segundes diferenciss aproximademente iguales,

Vemos Qque un valor que conviene es & = - 1,2,

O sea que en vez de 23,0 debeos poner 21,8,
Asf{ se obtiene el cuadro de valores .

L ]

definitivos;
(Ver gusdro en la pag. sig).



|
x y Ay H@,
3 | -17,b '
1,1
5 -16,3 1 2,1
3,2
7 -13,1¢ 2,3
5:5
9 - 7,6 1,9
7,4
nm f-0,2 2,1
9,5
15 9:3 5,0
12,5
15 21,8 2,6
15,1
17 ! ﬁ)g ' 2,2
! | 17,3
| ohe

J

Con la tabla esf corregide polemcs tratar de de
toxminar la funclon. Se ve que la segunda diferencia es apro-
ximudemente constante y se resuelve por los metodos corrien-

tes,

* En forme similar se procedera cusndc e presen.
ten casos parecides y en 1o que huya poeibilidad de error.

PROCEDIMIENTO GENERAL ;

Antes de termirar el cap{tulo expcndremce el s

[

L BT T F T e
-0

\

todo general que se debe segulr para determinar las funciones .

Una vez

deda la tahla de velores se procedera a observar las
valorsd , X4 © yq pave vor el suardan entre ng alguna relacion
(s1 estan en progiesion aritmética o geametrica), Fara esto

basta tratar de verificar la propledad con algunes valoree

aaltixdcu. 51 a primera vista se vé que no eumplen ninguna re-
lacion se deja este metodo, sino, se sigue verificando con
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todos los valcres y se aplica cualgulera de las formulas an_
tes deducidas bajo el t{tulo de Métodos generales.

81 no resulta ninguno de éstoa, procedemos &
calcular las diferencias. 51 alguna de elles es constante el
problema estara resueltn,

S1 ninguno de estos metodos es aplicable adlo
nos gueda trater dec encontrar alguna relacidn con la deriva-
da o tratar de encontrar de cualquier forma la relacion pe-
dida,

El estudiente capteréd la gran dificulted del
proolema, si los valores de la tabla no encajan en alguno de
los metodes antes expuestos, pero debe hacerse notar que ge-
neralmente ul exper;mentador sébe en forma arroximada el ti-
po de funcion que deberd resultarle, lo cual hace waés senci-

1lo el problema,

En cuanto a la determinacion de las constantes
podemos decir que si s0lo se qulere un valor aproximedo, se
pueden obtener dandole simplemente valores a las variables y
deepe jando de cstas ecuaciones &l valor de las constantes. Si
estua se quieren con més preciaion es preciso remitirse al
parrafo antes citado ("Determir.acion de Constantes").

Como final cabe decir que en todo caeo 1a rapi-
dez y eleganecia en 1a resolucion de los problemas dependera
en gran parte de la iniciativa y habilidad del operador,



- 113 -

DETERMINACION DE

CONSTANTES

Cuando de la eolucion de un prcblema se cono-
ce 1a forma de lt ccuacion, se plantes ol problems de caleu-
lar las coustantes de es ta ecuacion, que por el mrmento nos
son desconocidas,

Trataremos de determinarlas por medio ds los
datos que el problema ofrcce en foarma de ecusclcnes nume -
ricas :

Supongames sea m ¢l mimero de constantes por
determinar. Si ol nuwerc de condiciones (ecuaciones) es me-
nor que m, las constantes queden snlo parcialmente determi-
nadas .

Cuando diepcnemse justamente de m condiciones
las constantes quedarin determinadas sieupre que sepamos do_
_minar las dificuliades técnicas que podr‘fa ofrecer la cam-
plicada forma do las ecuaciones de condicidn, Pero aun CUAn-

do las condicicnes son de tipo seucillo, si su numerc es supe
rior a m la deteruinecion de las constantes ofrece caracte -
ristices dificultades que ensefiaremos a vencer mas adelante,

A continuacién trateremos los dos ultimos ca-
808, o sea cuando hay m ccndiciones pare m  constantes y cuan
do hay més de m coauiclones para las miamaa cons tantes ,

Sin embargo, primero pasaremcs un ué todo gene-
ral de resolucion de ecutciones que sera de gren utilidad 1.5
ra el desarrollo del cepftulo,
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APROTTLAISIONS SCESTVAS?
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Sl sv Ltieue unsa acuacic'!ns
¥y o= f(‘,’) : (l)

¥ queremos sncontrar un velor de y qQue gatisfaga la ecnacién,
precedenmos canc sigues

Busnendo un velor y, Que satisfege aproximada-
merte 1e ecuscién; la Introduciros en (1) y calculemos un va-

ler iy, ¢
¥y =1 (%)
En peguids este velor y; 1o introducimos en
(1) y calculsmos un velor y2s —ie ’
vo = £lr)

cootinuando por este metodo e llega 22

Hecer los recuplazos entericres equivele & te-
ner upa serief

Jo=Yo+ (5 - yo) + b2 - ¥3) + eeceee brp - 3, 4)

ye gue yn sge abtendr: ngmgél::lole 8 Yo les diferenciss en
toe Cop sclucicuaes coutigues y ootenid=s en el urocesc de
aproximeciones “ucegivag, Para qre nuestrs nétodo se justifi-
ous, es%a gorie dede ser dlveigente, pera 1o cual deoe veri-
ficarse, aplicendu el criterio de DfAlenberts

l30g -7 | g oges
Ifn"ifn-él‘,
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1o que equivale a;

f(yn) - f(yn_ 1)

€q=<1 =
Yn * ¥n-1 I
o sea; £y) €< a<y<b
En este caso yn—>y

0 se& para que podamcs aplicar el método es ne-
cesarlo que la deriygda sea menor que g en el intervalo de
varlacion de y.

B Verenos un ejJemplo para aclarar el empleo de
eate metodo,

Resolver la ecuacion
2,
h077-65:5y=5y .
tantearemos slgunss soluclones . Veamos ¢

y=0 4 - 1>0 .no sirve,
Veamcs con y = 1; da aproximadamente &
3 el 60 - 35=25 >5
Cony = 2 queda aproximademente;
80 - 1,100 <10

luego la solucidn estara comprendida entre
ly 2 osea; 1 &y €8

Debemoe ver cual y de la ecuacion debemos des-
pe Jar pera tratar de calcu larlo,



A3 phs o bl L= o Wi 1
=
S1 pm;amm: 5}, i h 82,.” ) 33'53.
y = £(y)

ge ve que f'(y) es mucho mayor que 1 para los valores de y
ccmprendidca entre 1y 2.

- En general conviene despe jar aguella y que pro-
duce mas variacion. Despe Jamce entonces s

W sy = 2l5)

1 10,_8 82’.”-__2

£'(y) = =
3}5 l' e?;?y - 5.’

:{'—'3"3 181(4'8

t'(y) < 1 para 1< y <2

pPropong Emos € omo solucion
Jo = L,11

1l
y=5s 1o (b 63 - 5,5)

J - - 2239
1= 3.5,1rt(8'£)'¢‘6 5,55) 1% 1og 75,21
v, = 1,23
y eaf se contimia calculando yo ...... etc,

Este .eistema de resolucicn de ecuaciones pue-
de aplicarse a la determinect 10n de constantes,

Pera ello, el se tione m constantes, se eli-
minan tcdes monoce una, Lntonces la ecuscion queda, slendo ¢
la constantes
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?(c)=0

Iuego se trata de escribir la ecuscién comos

c=f(c)

S—

de modo cue e veriTijque que;

[f'(c}}5q<1 a<c<bp
3 En seguida se resuelve la ecuaciém como se ha
explicado auteriormente.

£450 FN QUF FL NMEC TS CONDYCTOMES
ES IGUAL AL ITNeX) DE CONSTANTS:

C—— - o —

Vercucs un s jeriplo pare eprender a tratar ca-
808 en que las constantes estan en formas dirfciles de re -

aolver.
Pl

s

Se plde encontrar la forma de la cedena de lar-
"go 2,5 entre los puntos (2,4 ; 1,6) y (3,9; 2,2).

Sabemos que la ecuacion de la caternaria esi

y = Yo % = N
: = co8 h
P b
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siendo las constantes xo, Yo ¥ P por determinar,

Jmpongamos las condiciones de que pase por Py Pyt

Jl1 = Jo X] - X

|
=co8 h — 1
c — (2)
- -X
y? 5'0 =cca h 12 (o] (2)
P p
: Sabemca que; %
:
| L-f V1@ o
! =3
: (}2 X5
| I.-) /1*86112 h"""dx-f coshX ™% 4
.' P P
! xl :I’.l
i xg
G
! L=[p sen h 0]
! P
| x)
t Lep Lsenh 2 "o son b xl'IOJ (3)
| P - P
 Hegemos ;
11—10 X2 - Xg
-1 b =m1 Y 5 - m2

| Restando (1) de (2) oe tiene:

Jo ¥
2 l-ccahma-ccehnl

i R S S
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i1
=2 gen h ml*J gen h ?—_ll (l‘)
4 2
J (3) lo escribimos como;
é = ml*m2 %- ﬂl
P 2 cos 5 asen . (5)

y dividiendo (4) por (5) qu Ada;

yp - ¥y my +m
....._r_..st," h—-é——

Usando una tebla de funciones hiperbolices ,ob-

tenemos
m, + - %
an TR 2 ="
2 Ll S i
= ar &g h 0,24=0,245
¥ ademés 5 1 -
m] + mp 0,97
csh—7%— '

As{ tomando en cuenta que

m2 -m]_xa-r_[
2 2p

la relacion (5) se reduce a:

B~ Bp= N o e
= % 5 0,97 = sen h Y
Haclendo X - X1

2p it



son ha : g .
8 - (6)

R

Esftg ecuacion es la que repregenta 51 escollo
en la determinacion de las constentes. la podewocs escribirs

u=arsenh 1,62 u

splicamwa el metodo de apraum:onu sucesi-
vas,

Tante&nao 8e ve q'ua ‘valorea de u < 1,5 no  satisfacen de mo-
do alguno 1 ecuacion.

Fara u 3' 1,5

T:E- arson h 1,62 u < 1

Hacemos 3 u = er sen b 1,62 v,

L+]}

porzemce cono solucidn eproximada:

u, =1,5
Eesultas
w, =1,62 uy = 1,69 uz = 1,71
uy=us =u = 1,72
Con ectos: "-5-:—;:—32— - O,h!}.
¥, - 3,04
de aqui: 'fi_:_xq 0,64

- --14
e
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cos b (-1,45) = 2,27 = L6 -y,

’

lueg Qs y=- 8L

Por 'lo tanto la ecu_acién quedar{as

¥ +'85h » Soa R EEOM

Cauo 8¢ Ve ol metodo de las aproximacicnes suce
sivas permite tratar en forma generel los problemas en que
las incognitas eo presenten en forma diffcil de celcular.

CABO EN QUE EL NUMFRO LUE CONDICIONZS £S M AYOR

QE EL TWMFRD DE COUSTNTES ;

A) Ecuaciones lineales;

Una de las expresiones més sencillas y que mes
frecuentemente se neceaita adaptar a meyor numero de .condi-
clones que constantee disponibles es la funcion lineal,

arh =X

Veremos en este parrafo tres métodce para cal-
cular las ccnatantes en estos cascs.

1) Metodo graficos Supéngese que se noe da una tabla ds
i ' velores X @ y , que sabsuos ectan 11-

gadda por una ecuacién lineal,

y-ax-rb

El método consiste en tomar ejes coordsnados
X e y y warcar en ellos los puntos dados por la tabla de

valores .,



!

- ————— g P = _.ﬁ..‘......h......’..x

En eopuida pesnmoe por esas puntos una recta
de mwodo que guede Lpioiluudamente cenvruda Teapecto a estos
0 gea que & anbos ladoe de la rects los puntos estén {gual-
mente cercance & ella,

En seguida, tomemos dos abaciszes cualesquiera
y medimee la ordenida correspondiente . Reemplazando estos ve-
lores en la ecuacitn se pueden encontrar ayb.

Verenc3 un e jemplo, Sea una tebla de valms
que dé la teuperaturs de ebullicidn @ del sgua en °C en fun_
eidn de la presicn p en mm de Hg.

P 0
518 | 89,8
558 91,8
%8 | 93,5
' 232 33’0
| 718 | 98,5




\

Dibujemos un grifico con lcs punt t.omm‘-
mm::hang y como ordenades ¢ . i @

Para p tomemre como escala
1 mu de Hg =0,05 cma .
y paxa 8 - 1°C =0,5 cus,
Dibu famon 3] grfico da la f13. 3 y luego pa-
:::122.15 recta po cnurs 1o pantes. luego elegimos como abs_

pl-' 500 ¥y pa = 700

8e obtiene del grafico:

‘1.39 y 9= 08,4
raemplﬁzmdo en la scwl&as
0= ap+h
se tlenes 8 =500 a+bd v, 1€8)
(Ver cuadro en la pég. sigulente).
| 98,4 = 700 a+d : (2)
y reatando (2) de (1) queda’ |
200 a=9,4
de donde: aw= 0,047

y reemplazando on (1): o
- b =& - 23,5 =655



-

= — | B e R Sy T e e e T T

.|

98 A
100/ g
L, et e ety o WA N R D, T _1-""'*
97+ e
! P 5
i ’/
95,1, /,,4'
R o~
93,5, N
: o
¢1,8 o A
& =~ 1
| b
89,8, .~ |
f |
| !
| :
1.
4
‘l !
| j
j |
mi FIEAEAL " A SR SRS SR e S S o S e L SR s A S
i o FEh - —
500 b18 588 H98 6358 678 700 718 P
o sea; 0= 0,047 p +65,5

que e la ecuacion busceada,
Veremos a continuacion otro método aproximado.,

2() 51 tenemos la tabla de valores .de x e y cuya relacidn
sabemos que es linesl, podemcs ocupar un método aproxi-
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-mado para encontrar las constantes de la ecuacion, Ses la
tablas

sty Yeale, Yeale ¥
15 | 437 k37 0
15 |48 | Lu8 0
17 | 460 k59 -1
5 409 470 vl
21 | 400 431 +1
a3 | ho2 492 0
oe | 502 l 507 +1

Se impone 1a condicidn de que 1a recta pase por
dos runtoe quz e’'e3’ms8 dz modo que no queden nl en los extre
mos nl eun el ceuntro, U sea en este caso, por e jeuplo, elegi-

mos }
X = 15, X = 235
ge tlene rs W48 bh
oot s e
entonces ; R B
y = k48 + 5,5(x = 15)
o sea; y =55 x+ 32,8

Hacemos la diferencia entre el y de la tabla yel
y calculado por la foruuia y sl los erroues gue Be produ-
con son aceptablus, bemos resuslto el probiema; sl no dsoe
mos resolverlo por un método mas preciso, como el que sigues

3) Motodos de los cuadrados mfnimos; Supongemos que para
determinar dce cons-

tantes a y b de la ecuacidn;
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y=a+Dd x
tergan que satisfacerse N condiciones; slendo N > 2
Se tiene;
yn-a+b !n n'l,a...--un

No serg, en general, poeible cumplir con es-
tes exligencias, Por lo tanto nos contentaremcs con hacer las
diferernclas;

y =« (a*d x)

pequefisa en valor absoluto, para lo cuzl pedimce que la ex-
preaions

m .
I-. 5 L L 2

P (y,-a-bvx) (1)
gea m{nim&.

, Fera la resolucién ccmcda del problema noe val
dremcs de metodos estudiad.e en el cap{tulo de Eetadfstica.

Seay I N
N N
y heagamos X - xX=u y +y=v
luegos u=ves0
ya que; N N
Z Y, 2 n




. By

Tenemos 3 : = =
: 3n‘3'bxn‘¥+7n-a—h(z+un)

=Vp - (84D % -3F) -buy

=V, - a'- bu,
y reemplazando en (1) resultas

R
T+ vy -~ at=pudf

1
; L N
—gia'lou A ek et B L
1 A £ 1
pero cauo
ZV = Su = 0
n n
resu?tta atis'0
&1 N N 2
Ahoras ‘3"“'0"'3 Wy W 4By Up
1 1
X
luego: - Suy Y,
1
t'b-
N
Zu
1
Asi cbtenemocs como me jor aproaciniacian
p, GO R
Xn - T . v,
Wit y =y lR x)(yna ) (x - )

Z(x, - %)
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El coeficlente b podré calcularse Segin lo ind
dedo en Estadfstica por medio de promedics provisorice x ,yo
como sigue¢

G807 S R . Y=oy - Jyo
. -3y
? X ,
una vez calculado b, obtenemcs a de la ecuacion;

/

con lo cual gqueda resuelto el problema,

B) Ecuacicnes no lineales.-

Ilustraremcs la forma de proceder en getos ca-
sos con un ejemplo en el cual la ecuacion de relacion tiene
forma compliceda.

Sea una tebla de valores en que ge nos aa el
mimere de habltentes de Chile en millones, segun datos obte-
nidos en los censos de los diferentes e.ﬁoa Designaremos el
mmero de habitantes o poblacion, en millones, por p y loa
afice con la variable t.

% g P
1875 2,08
1895 2,70
1907 3,23
1920 3,73
1930 4,29 2

Segﬁn la formla logfetica de los habitantes de
Chile, la relacion que liga las variables p y t es}



e

en la cual A,B y C son constentes que debomos doterminar. |

Calculamog Joe valores aproximados de las cors-
tantes, reemplazando em (1) lwa vulores correcpordlentes a

t =1975; 107 y 1930
Con esto obtememos '
A= 8,0 B, » .50 Cy = 0,02

Hegemoe § A-A°+ EA

B =3, ¢+ 33
C=C, # 3¢C
o)

; / .t P € v
y 1leanenos: Po T g e Co(E-1875)
Desarrollemos ' g
s p - f\t 'A,B’c) /
ge obticne:

. a7
o+bc—w0

. ; ar] ; 21
P Lt hoBo, 00 ¢ FA :-;TL '3 =33

P PA‘% SA = g.% e -_EE)EE+ pa(t - 1B75)(1 - %)5&
b o

y dividiendo por ppq



+

- o
Hegeamoe 2
un-p-m
) _
1 = .&9...'.'—?9_-‘
T; _ao Ao m %

t - 1875) M)w . !
AO n

entouces la ecuacidn quedas
u = 8 SA+e, 6B+ z: 8c

Caj)culards py, peve cade caso cbtendremce los
veloree de uy, € § 'p ¥y coun estos estableceremos un siste-

£ .
ma de 5 ecua:liorec lineajes com 3 Inscozritas,

, Versmes como resolver el sistems, Se tiene co-
mc ecuacion gensruls

up = 8, dAxa, 8B+ r,80C

Siguiendo el metcﬂo visto en el parrafo ante-
ricr, heremce minime la expresicas

N i 5 g
I- % (uy-a,A-8,8-71,¢C) .

=

ol
2
-ﬂ--—_—i}- . T=



,I e ,; ...' - _1,1. i * E
: : \ln'--ﬂ.-tﬂn ln-ﬂuﬁn 'n'l'-'tn 435
Sifvﬁﬁﬂﬂl ) Wauzasye
Caleulomos la exprosidng . 39
" u, - a, 54 - 8, B - rn'SC- u+z - aOSQ -Satvnc-g).
- C(r- v
u = "n,*'(“" 8, 8A -8 b8 -1 80) .53 w,o- 8Cwy
HDagamoas | gl a. A% e BB 0 8O-y
Ia axpmi&x Quoda;
u = z, - a'- San- chn
O Eed;} 3 5 o
Bote - _ =
. 2 (z - a'. bB v 8C v,)
Inponsmos la condicidn @o que sea ninima
91
—_—— =)= & 4 = it
o9& ! ? (gn - at 53 'Hn 3¢ Vn)
= 5 5
o._ge.n+a'.5+832w+scz 2
1 - T - ; | :
5 9 2
Pero como 2 = :_;wn- yw T = 0 -
b 1 1
se ticnet a'= 0 (@)



5 = i
-0-3 . (zn- Sng- Bcvn)vn

aﬁ_ﬂ

R 5 40 :
= . 3 8 & 50
0 l'n"n* Pi_n* gvn “a

o Boa; 8B W 50y ¥ V=l ln'“'n (3) 6

5
=TE0 OI'.;..-(zn-bBwn-SCvn}vn
5 o T b
. n = - = -
h{mﬂ. 5 bt - wn ?n * (b ] c ad ?n “ 'ln ?n (h)
8 § b | 1
" Iuego queda uu 8isleus de 3 ecuuaclcnesi

bne +8BF + 0Cr=1n

A, e 5 5

- bt =
_BB'£“;+°b§vn“u _izn ”
S'ea e V5 5
3B 2 ¢ v 4+ 3C2v- =3 2 v

 n n 1“ 9 oA

Heclendo el cédleulo de loe valores de Iy Up
8ny ¥ Iy 8e obtieus;

- Pn u'.'l___ 8n n
2,00 0,040 | 0,500 | 0,000
2,65 0,019 | 0,446 | 13,780
A 0,042 | 0,408 | 19,584 t

3,10
2,50 0,0% | 0,767 | 2k,70
A ,00 0,075 | 0,167 | 27,500
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_ Con eatcs valores hacemos el calculo ds 1lag
expraa iones que aparecen en el sistema, cbteniendo;

= 0,0425 B =0,3776

a
5
5 w2 = 0,0650 gve-aag,sao
3

—~

)
‘“"1 'H'n 7n" 53(29

=

n

El sistema queda entonces$

T = 17,0428

a, " 0,125

5
z W = 0,004k ;]:. 2, v, = 17,0428

0,125 dA4 0,%785B + 17,043 &C = 0,043
| 0,065568 + 5,029 §C = 0,04
/ 5,0298 B +289,68C & C = 0,580

cuyas soluciones sons
$i=11 88 = - 0,217
0 sea, se tlencs
A=9,41 B - 2,783

Con lo cual la formulse esf

9,41

d3C = - 0,003

C= 0,017

P =
142,763

-0,017(t-1875)

quedandc con esto resuelto el problema,

Caleulando p para 1950 y 1960 se cbtienss

para 1 p =5,205 millones de heb.
1323 p = 5,68 millones ds hab.

Camo se vé el valor para 1950 es bastante

aproximado.

L]
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SERIES NUMERICAS

En este cap{tulo estudiaremos algunce métodcs
para caleular eprocimadamente el valor de la sume de una Se-
rie y el errur con que eeta ha s1do determinade,

Evideateuente que antes de tratar de sumar la
serile, debemos asesurerncs de su convergencla, Sin embargo,
no pasaremncs aquf 1o criterice habituales que se ccupan pa
ra determinar la convergencla o divergencle de una derie y
que son meteria del a}gebm Superior, sino que tretaremce
algunos critorios practicoa que tiensn gran aplicacion en
las series numericas .

Un eriterio de esta sspecle lo conetituye el
usc de series mayorantes, Eate criterio se podr[a emnclar
de la siguiente nanera;

%S4 una serie de temince positives tlene una
mayorante comnvergente, osta serie es convergente”.

Una serie es mayorante de otra cuando cada
uno de log terminos de la primera es mayor que el correspon-
diente de la segunda.

Veremos algunce tlpce de serles que pcdemos
usar camo mayorantes., Si tenemos la serles

Bl-l- 32 +33 ssans (1)



2

decimos que la series

O
‘2 a " (0<g<1)

es mayoraate de (1), sl se tiene ques

lan|<o.qn‘1 Ozq <1
Llamemos § p i
S = .
&1 + ae * n) + 4 LR R NN
y Sn L 31 L 8.2 + ‘3* .o.._...:. + ln
R =8 + a c SR
n n+1 n+2
entonces ;
51 sumsamos la merie (2) tenemos:

aoaq-ra.qe*..u.- &
T-4q

yad.ema’aaa.bema que ;

2 n-l 1-4°
a + a0 + 83 + 00900 *8 0 L . |
e ok T

Bu resto valses & 1—-"—'33-—
oL
Yy entonces se debe tener;
u
a
IRHI“ -
1.4

De igual modo ai tenemcs nuevamente la serie (1);

Blﬂ'% + ls renne

(2)

(1)



SF] ) Jumss—————

decimoa que;

es mayorante de (1) sl se veiriiica ques

| o] <au®
y por lo teato sa debe tenor gue $

L

R!let8
n| " n
mesto qgue
-———-—51 + ! + < B + 1 * Sean
(n+1) (n+2) Tt T aleed) (R0 e2)

5 IR SR : SIS, 1
(n m)*(m n+2)+”"=1-;-

S1 comparanice la serie (2) con la (3) vemos
que la primera cooverge mAS rapidemente que la ssgunda, por
ser el rento en ¢! prinaer cesc menor gque una funcion exponen '
clal de n que tlende hacla cero, mientras que la segunda es

inferior & una potencia de n con exponente negativo, En efec-
to:

ﬂ—.ﬂf—-.-ﬁe'm p>0
l-4q

8iendo; P =lcg i‘ 8ogpl

Suponemos que el lector sabe que una funcion

ylaﬁe A>0, p> 0O
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crece cuando x— ® més rapidamente que toda - =z
yo= B X% B>0, m 5 0
es declr que se tlene; ‘
Yo § : :
s O x —3m)
F1 (

. Por lo dew’s es técil verificer esto por el
calculo sigulents, Sea n un entero meyor que mj

tenemos § - n =
y1= .".L I_l" px*‘.a... ""S-p"ﬁ‘?l" ¥ .ll.']
> :"ET-— In
B nd
liegos BB EE——»O
J1 & DR g -1

*‘ﬁ'r—x

Podpnsg decir que (2) tlene buena convergen-
cla y que (3) tiens wés biea wila copvergercia; paes, Bi por
elempln, torsmon a=1y querera ohtsnesT e sume de una Be-

11e con 2 cifrwdecimales cozrectas, es deciranI 1

< Z.000"
necositanos calsular 2,000 téxrinos de la (3); en carhig, pa-
ra la misuma precisiin en (2), cona =1, q = 0 8 baatara con
20 tem*nos y cuando Be terga a = 1, q = 0,5 bastara aun con
12 terminos.

Otra serle que podemos ocupar ccmo mayorante

es$ -lla- L

+ aﬁdju'-i-aa . ANPW -
-

en este ceso$ q=2te o

. ) Py
+ +a32“
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¥y como se debe tener L

debe sers a>0

Tambh1i6n pocemes decir que sl se tiens una ge-
rie divargente que e8 minorante con respecto a otra, ésta
también €3 divergente,

S1 tensmes 1la merieg

1 1 1 1 Srann
1*"2- + -S'f‘—-h—ﬂﬂ—-é—-p

que sabemos que es duivergents, tambien lo seras

1+ 1- + ‘}—.:.
F2" 3
y& que cada término de la segunda es mayor que el témino co_
rrespondiente de la primera,

ishora ‘hian supéngaae que tenemcs una serie quwe
Babemos corvericnte y de la cual queremca dotorminar su su-
ma, 81 le encontrauwcs a esta serie una mayorante y una mino-
rante cuyoe restos conozcamos podemos calcular la suma de la
serde propuesta con clerte ap“o:ci.nacion oucerrando el reato,
entre loa valolres dados por le restos de las series mayo-
rante y minorante.

. ‘
Acleraremos esto con un e jemplo, Supongese que
queremos calcular )a enra de la gerles,

Tl VI g 2, B3 |

L + —_— 4 lo.oo'};——
S - g R L 1 o
Debemos buscerle una meyorante. Sea la serles

T3y RS0 LYy IS ¢ I 2 /!
1*'2'-+3-*ﬁ*2?+3‘0— + sesnn = 1 i;(m
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estudiamos el valor de su sumé@ y su convergencia, Podemcs po-
ner la serie en la forma a_iguiantsl

1+1+1+1+1+.o|to.
1+T3'8.3 3.4 §.5 5.6

= + _.l 1 - 1 - 1 - 1 + TN

0 sea el témino generel es:

1 d 1 el
(o-Ln n-1 n
luego las sumss parclales quedan:
8 =2 . —1
n n
y en el Hmite cuando
n-+w
S = 2

s 1
0 sea laserie e8 convergente y vale 2, Su restoes L« -

-

Comparemos lass series;

Sy A AR W g e

Q_*T*T Q-F E_ * csnsscanss 1 . (1)
1 + 1 + 1 1 fs s enEa e = 2

Rl e e R ol o £
> 5 1  § 1 ‘ l

1+ T'PTQT‘*E_* ..0---0;.0-2 (5)

Como se vo (1) es minorante respecto de (2)
y 8u resto es 1 , (3) es mayorante respecto a (2),
ne :
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1 1
Tenemos § _'I<R <T >

Ahora aupcngane gue pera calcular la suma de

(2) sumamos lcs tormincs ka-ta la raya vertical, En seguida
debemos calcular el valor ael resto,

Entonces 3
=1 4 1 4 ..].' + J
Sy T
N RS L s
y ,‘ 25 —EE LR R
calculemce Shl 1,000
0,250
L0 598 T
0,062
1,423
il 1 1

Iuego el mayor valor que juede tener el resto
de (2) es 0,250 y el menor 0,200; el valor maximo de la se-
rie puede ser

1,423
0,250
“1,673

y el winimos

Por lo tanto podemos poner;

1,623 € 8 < 1,673
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Iuego la suma valdrfa aproximadamente 3
s
S 21.648 85212,6%5

51 hubieramos tcmado 20 términce se tendr{a

1
“7*3<320<

El sxror del resto serfa.‘en opte caso la semi-
diferencia entre loe linites de verlecion del vesto, o sea

p =3 [191_ - 2%‘.{ = =55 2 0,001

el error parea Rl; serfa:

e =% (0,250 - 0,200) = 0,005

m’s como en el célculo hemos ccmetido errores de un 2% el e
error total seria:

0,25 + 0,02 < 0,05

o BBa‘&,_ alx 5 = 1,65* 0,05
Veremes ehcrs un mstodo gemstrico para la
apreciacion del resto, Seu la werie de terpino general

&, > 0
¥ Bsupongamcs a,> an*].

Re presentarenca grﬁificamenta esta serle lle-
vendo n en &bscieé&s y a, en ordenzdas, Podemos concebir ca-
da termino de ls peric cemo un rectangulo de base unitarioy
altura &, » do modo que la suma de la serie es el ares total

ence rrada por la poligonal,



1
}

y = ""1‘“._-
Bt ram B &5 e Py Yot
0 1 J U T AR A i
Supungamoa ampl:lficado el grafico en la zona
del resto o gea deede el término 84] o0 tdelante, E1 valor

del resto esté dado por la superficie de la poligonsal, gezun
la figura que eigus.

b oAy
i
i
P Posl
__'__z...l’q +2
{ h_kma
| S
! ' - ‘ﬁs.x;-f:_::‘g-:‘”‘:
| f v
i : | | L
Sl T A Sy 3
. 8 bl IR =
Fx ?m:“‘ﬁm : ;

‘Pasegos una curva por los puntos Pn, Ph*l'
Pﬂ"'a’ Pn*j, s+« 4o ordenades ﬁn’ ﬂn.',l’ ‘n.,a, ﬂnﬁ,...mm

R

Y
I
1
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tivamente . Entonces se tencria saponiendo ay funcion decre-
cieute) s
By = B y*il o % sm) A ay dx
n

81 ahova proyectamos loe puntos Pp 1, Pp 2, 4s
hacia la derocha, todsn lr3 ae@ ne dzeplazrn hacia la de-
recha en una uildad y eutonses tsiewuca:

((D

Rn'a‘n+1+an+2+ an+3+ ..,..;\J 8y dx

n+l
Inego podemos poneri
- I”m
(2 o < RS Pay g
Z “a
n+l
de donde aproximademente
~®
R~
D"f] gax S
u+d
El error del resto sera;
|— e o ;
e - -1- | % dx - ) Gy o
R “ J
. n_+l

n+l

p ol
o cea ' J &n
eR'%f a.zd1<e_fand,x..a_

5 n



o i i o s (R ke o T
Al e £ e e B |

vEy

—lhﬁn

Vaorax oy algirce zjemplos del empleo de estog

métodos .
1) €9 pida duler la gwna do ia covies
G s e R S i L
1'I'-E‘ i :} 13 {dﬂj— .:;-5--,‘ q‘:l - -6-B—- + ehep s

cuyo témino gansral, e
E.n = Elp-—

‘ Caleviemns 8y = nes sumamcs eXxac temente el
velor €a 198 7 rrireriy t;,.u.n{a ¥ iuego detlerminemos r-(.

1,000
0,250
= = ’
0,062 7 “7-;-9_
0,0L0
¢ oed f&x
: - 0,125
Qlcrn > ?— ]
37 3 *’j‘-ll :
s el e luegos T Az 0,13k
B = 1.615
¢y = 5 0,018 =0,009 260,01
Por 1o tentc:; s= 1,645 £0,C1
Sih hubiérencs celeulado r, cmos
~Tn ""d ex dx
n+l/2
Hebr{smos cbtenido el velors
1

smty e 0,133 en vez de 0,13k
?
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2) Sumar le gerie; -
kR A | ) 2 1 W :
et K ek .
cuyo témmino general es: _
€n e s
L,en + 1)
Caleulamoa por ejemplo O5 y rs5. Teueucas
Jy3%3
0,100
0,0kLY
C,ued
0,018
S Sl c [ ot
5’ !."5
D ® .
ax PR !
jxi':.z+ﬂ B _)é x(ex + 1)

&
vare eprecier r. nccesitarfamos teblas de lqgaritmos,ye que
lom resultedos te lags irtegreles gon logeritmos.Eviteremos
este lrccuveniants precedlando Acl sigulente modos

] ®
” ®
rg [ ax <f.__d£_._ -3 B

-5

o - 0
5 > 'r't!) ax - £ 4 ax S 1 1
sre o zaustdlacan ’-I 3 Ceamay T 13
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,
modificauocs la funcion sub-integral de modo que glempre se va
yan conplinndn les drsfgucl?edes, o sez cue el reto- aiemp?
£ MENST O LR CT Jue hE ﬂ.:.;.;p;*-.-:;.l Garicivive 3 gue a su ves
esta voa MenOL O LEFOX one A intexva L gne Ja antecede. Do e .
te modo ce puedsn encoutrer iatsgralos quo se pusdan calcu-
lai un fouma 3aencilia,

Iuego nos quedaj

< 0,100
r-.
> 0,077

0 ae&s rg=20, 0885 ~ 0,09

Por lo tanto; s
8+®0,5% + 0,0 = 0,61

AES Sy = 0,012

error al que hay que agreger los 3 milésimcs no eacrites.
Por fing
s=0,61.¢ 0,015

3) Resolveremos este otro ceso, Sea la serie

n 1 ;) 3 1
oot [ Rl Tl
Como los métodos que hemes estudiado solo sen
pard seriecs de torminue positives, debemcs efectuar las dife
rencies entss de suoatar de resolerla, Procediendo & restar
obtenemos la nucva sorle;

- ttnne + baas

2 2

e_, + 4 saves

LIt 2
5y B Tin - 3)(n71)




Calcularemcs, por ejemnlo, 85:

0,667
ﬂ 0‘*
0 C”O
0 V10
0, 205
55 = J,70C

Procediendio camo 89 explicé anteriormente cal
culamon rjs

_4‘03 5 ax i) T 2
TL-B;(hx 15 (hx-l'u‘? 4 (Lx-3)

5
W |
2" T5h
% ooa ~® o gy 1

> AR
. r5 we i*tl-bj \44-1’ » g (}le i 2)2 ® .—m
De modo que} /

5
>-0 o2
r; 0,05 &y = 0,004 *
35 = 0,7’50
r5 = 0,026
8 ="0,78

Iuego: , 8 =078 -2 0,00k



T
-
y entonces § __ﬂ._. HO,Te-s T 0,00‘#
i uj'l.lrll- R C,02

Couo g2 \fu J€ b [ rle 1o 28 woaveulente para

el calculo de v y& aue 1o 8B eor Mytho 8oy,
’
Vewwara a ¢ x-u‘ru.. 161 SiFurca rroblemas en
que sa da uRs sev'e y Be T 2 ioy iae o gvik con clerta
rezial 62 0 538 cus a¢ pod vl - .'.. i dstles d0.Cna el errar del

resto 3oL WELOS Que caeua m..iuni.u wada,

4} 3ca la 3erles

1 1 T
TR e—— T ee— + LR )
—éz 24 514

Indicixr ecual 63 lu suns finita que permite ealoular m con
6 Cavinaues ,,

El factor 96 es del orden 10° y entonces ve-
moa que teremcs gue calcular la suma de la sgrie con 8 de-
cimales exaet s © gea CON UN @ITOr mWEenor que 3 107

Sabemos que ;

TEE D QRS 5 T "
2(2n-1)%
y Be depe tener: e, < -2]: 10-8
O deas = 1 P 10_3
(2n-1)
L 8
¥y por lo tantos (2n - 1) > 10
de dopdes 2n - 1 > 100

n> 51
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0 sea, que con 51 o 52 témuinocs se tiene mayor precision que
la podida,

4) Determinarla suma de la serle |
3 2 5 % b 9 '
RS 5.5*12.6*15‘3—7*3:——5*57.;*3710

con un error menor que 0,05,

Calculsmos el témino de orden n que valei

=]
. . I I
n 11(1.1 e 4 a.}\.'.'l : o j}

Ji‘l Irohlema lo rﬂsolveremoa por tanteo, Tome-
mog LYrimexo 5 tcruiaca ;

0,375 Tonemos §
0,138

0,069 ¥42) dx
0,043 rﬁ fx(xil‘ (x+3)
0,029

55 = 0,6hy

treneformemes la cantiied sub-integral camo sigue:s

v X 5

pel 7 S nm o e
T < {," (x+2)dx : e, dx .:..[1 1
o 5 D

a2 o] vl R e < b ——
5" J x(xH)(x+3) e L) j ) i
5

Procediendo de igucl modo;

- _ ~|®
*s f‘(i‘ Iﬂ. fxrnn 37 T;ﬁ)&ltﬂi\i%_‘ -—;:_
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Por lo tanto:

1 1
. -9- < rj < 3
0,111 < rg < 0,200 8 = 0.649
r5-_-,._,xo,1,j‘6 rs = 0,15
8 = 0,95
0, = 55 Lo ok
L

Iuego nos basta con calecular 5 téyrines 78 ques

€, < 0,05
£1 ¢ hublerc Xe3ul’alc nuayoy o menor que ,

0,05 habria que haper avgulido vautsundo hasta obtener el nu-
mero de terminca necesario pera le rrecision pedida.,

luego; S = 0,805 £ 0,0k}
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NOMOGRAFIAS 0 ABACOSB

A menudo el irgeniero en la pvactica ge ve
obligado a efectuar la~gos y cercrcscs calenloe mméricos,al
aplirar 3us fo::nulaa & log travajs que necesita estudiar o
proy et tay, Frecuentemente es necesario ocupar une misma f£or-
m e na gran mumsro de veces, golo que cambiando les datos
mariceos,

: los abacoe cometlituyen mé todos graficm que
peralten calculax 1apid£.manto los valores de una incAgnita
en funcion de los datos del problema, O se@ cuando hay gue
rerolver muchas veccs una ecusclou conviene hacer un grafi-
co,

Estce abacos tienen espetial utilidad en Hi-
dréulica y en el Calculo de Estructuras.

Tipos de ebaccs hay mumercs {s imes , pero aqui
8010 trataremos los llamaace abacos por puntos alineades.
Dentro de este tipo trataremcs dos sistemas de calcular los

elemontcs de ellos,

ARACOS POR FUNTCS ALINEADCS ¢

Priner metodo.; Para construir un ahaco de este tipo son ne-
cesarice los sigulentes datos

1) Conocer la ecuacidn o las ecuaclones que
relacionan las variables. .
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_ 2) Conocer los valores entre los cuales var{m
las variables, '

3) Identificar el caso part.icular con una for
ma tipo de abaco,

bEn adelunte en los desérrollos, my pera la o8-
cala del snporta correspondlente a x,

E] soporte de una variasble es la recta o cur-
va que lleve Ja graduar'ion correepondiente a la variable

la escals lo elegimos en forma convoniante .

For ejemplo,si tenemos ;
V= M+ E

3s3

0 se@ podemos pc;ﬁer'
(V)= (M) +&(E)
siendoy V) =« 3,5V; F(M) = M; & (E) = E

Supongemos que M var{a de 10 a 150 y que se
guicra representer 4n modc qun su Foporte ternga entre 10 y
20 cw. de lungaitud, 14 cm, serdn couvenientes pues ;

Pasayemcs a estudlar cauc tratar a.]gunos ti-
poa de ecuaciones por medio de este mestodo,

TIPO A, Sea la ecuzciont
£(x) = P(y) + @(2) (1)

Para dibujar el abaco procederemos Come sﬁuel



S T o

_ _Fn.gjh%?a’a"m vz corstritmes las meg -
nitudes (Tig. & nig. 115

A b=y ¥y) (2)
gy Es -.,ﬁr:f_;} (3)

partierdo As une ve~ta crlawiiera A C y =ligiendo las escals
a corNoricacia,

] R £ "
| | | el
| Y J-.‘ 4]

| o R, |

R | |

....... iy

= 'ﬁ 2

5 Ix E
G-

LP‘ :

1 A'I """""""" Sesaas EH é’

- e e 4
it

X, ¥y, 2 8on loe popertes de las respectivas veriables.

Iuego aibujamos el eje x peraleloa y, y z de
modo que se tongas

AB ) y
5TCw, |




S1 hacemos ; T, At
S S B L

B ALy

Ia ecuenion (i) 3e sntioface para los valores
alipcados x, y, z ¢cn la conctxusoion de la eccalas

BG = a (fx) (5)
Demos traremos esto}

Trezendo DE y G F paralelos a A C, ge obtle-
nen loe t.rla.nqulcu semejautes Db G y FG H. Se tlene por
construccions

DE A B my
CF BC m,
’ 26 BN ED
g b | CR.« T8

pero se tlene tetidn:
EG . pE . %
?-ﬁ ¥ ¥ mz

liego obtenemos ;

BG(my+m”)-Asz§Cn X
Al y
o a5 L A5y

. . B i
o bien g 8 G By g Ty oy

sustituyendo (2), (3) y (5) en la ecuuclidn (6) se tienes

(6)

£(x) = ®By) + @(z) (1)
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con lo cual queda demcetyudn 1a ITpledad,

Fexa Ia quma, 1@ furcdones @4Pnjaias sobre
y £ crecen eplis misma-diu ofy YLl sn que para la dife-
roncia;

1a) = Bg) - o) )
crecen en sentidoe opuestos,

Laudole va'cres a lus variahles en las £ormu-
las (2) y (3) se van neclendo marcey regulares a lo largo de
los ropertes cea lo cucl €ator quedan convertides en escals
funclonuigs . Las vScAlus y y 2 89 pueden colocar en cuclouie-
ra posicion sobis SuS ejes pero por razones de simetria se
rrerisre co;'.ocm'.}az, centrudas, con respecto a un eje hori-
zontal de siuetria, :

vgre locallzar la escala x sobre su eje o 8o
porte, 86 eliven valoree particulares de y y z 7 se traza
una lnea indice quc deteruina eobre sl eje x el valor co-
rrespondlente. 4 partlr de eee punto se determina el origen
coplando sobre el soporte una lorgitud dade por la férmula
(5). resrplazendo en ella ol velor de x dado por (1) para 1l
velores particulares de y y z.

Veremcs un ejonplo;
L
Queremos representar la ecuacion:

S-gF -l--é"'olm

en la cual? !
: F verfade 2.5 a 6.0
L i n ".5 it ﬁ

Elegimos pars que log soportes tergan un lamo
entre 20 y 25 cm}



"’-{2). Tem y !:I;L-Bell

Iuego dibujames las escales 2 7-6p=17Fy
BK-ELonejaa parelslos, >

S-'xbamoa que s
B L W
‘BB Eg

luego elegimos 3 .
AB =T7,0 cm
BC=9,6 cm, '
ya ques : 0L
&z = 8
de dendes AB = 22l 1. 6.3% cm
E(e+2 7)
(Ver £ig. en L. p&3. sigulente) .,

mg vales g P I

= 3,37 cm,
AT O Y

Raira P .5y L = 53&7&11168‘151’& Iue-
go 81 a partir del purt> A 2 mie 2 yrecta que une By 5
corie & S copiamce la ang:.ivud

3,37 « 15, 1
encontramos el origen de la escala S, | A

Los datos del ejemplo loe podemos runﬁniron



F )
5.0 —_— I;
9 Lkl L
A 28 e
5.5 _: g "_'_ o e s | R
- ke = %
= 2| Tt S
! a® b M
/ - 5 A -
5.0 . {-- Py .. 83
3 Bl A
o a Sl
4.8 7 L [
¥ b et e
o WS ) i
3 - —. 3o
&b i i
% ST AT
8.5 .- - | 28
o i >
ek
o AR 1 A RS R
8.0 L - | 2
3 L— 10 |_
il fass ¢ D
. 2.
una taLlu:a"
EJ? Escala Variacion longitud de la escala
P g (7 125 & 6.0 | 7(6.0 - 2.5) =2k
8 25 a % 2(%6 -25)=22,0 | @
8 | 3.37 |9 a 16,3 3,37(36,50-9,0)=2%k |
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Existe un métode grafico de detemminer 1a posi-
ciou daJ. eje y le megnitud de la escals S, Iegearemos & ver
es® metodc-

Sea 81 mismo ebacc de la figura de la rag. 159,
8u;0rga:8e Que soore el e:}e F ge quiétre deteminar uns lon-
gitud igusl a 3 voces Tpe Cano les unidedes en la escala va-

£ '%_F rere encontrar le megnitud de 3 Ty debemog hecer?
2 0=2
—6" . 3? 1D
De igusl modo jare my . Si querencs calcular 3
nl hacemoas;

3,4 =132

Luegc ;rrtiendo del veler F = 6,0 wmedimos 2,5
unidades (o see llegsrow sl untc F=3,5). Fartiendo de
L=% medimos 12 uridades y llegemos sl junto L=2},

5i luegc uniucg F=6,0 conL=% y F=3,5con
L=24 ge formur un treyeci~ DE GH. S trezanocs su diagconel
vemos que seo corten sobre el eje S. 1g distencia B € es 3
veces la escala ng. (Ver fig. de le. 188. 161) « .

Frra demogtrar estc. ccngideremoOs lss rectas
EHy DG . E Hcorta & S en 8. 51 anore F 10 sumentamcs en
3 veces le esceles (que viros oguivslie ¢ 2,5 unldedes) y L lo
disminuimos eu 3 veces su escela (que equivalia 2 12 uni-
dedes), es evidente que el valor de 8 no combiers y ge tiens
que lr recta D G debe SEIET 1O B. Licgo el eje S rasa por
el juuto de inlerseccitu de lne diesgoneles y es Iaralelo a les
bages del tralecio.

De igusl modo para la escle mg. Si tenemow las i
rectas E Hy EG, al aumenter L en una msgnitud 3 veces
su escale, el permamecer F conetants , S crece en iguel megni-
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-tud. Este crecimiento esté dado por'B C.Luego basta dividir
B C por 3 para encontrar mg.

Camo se cauprende el hecho de haber elegldo el
factor 3 para las escalas es solamente accidental, ya que ac
1o se elegio asf{ para tonsr mayor intervalo en las unidades
y asi cotener mayor precisidn, pudiendo en otros cascs elegir

se cualguler factor,

Cebe hacer notar que esta construccion gecmé-
trica ha sido inspirada por la conocida propiedzd del tra-
peclo;

g.:}.'-l«.}
© a b

y que se puede comparar con la relscion entre les eecalas;

Ll .1

o LT

Veremos ahora el tipo suma en que la ecuacidn
contiene cuetro varisbles. Sea la ecuecidn?

£(x) = F(y) + @ (2) +p{w) R
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para resolver eate caso hacemos$
a=&(z) + @(v) (7
con lo cual (§) queda como:
£f(x) =¥y) + o (8)

De este modo cade una de las ecuaciones (7) y
(8) puede resolversc del modo cxpuesto anteriormente.,

, FPrimero construimes el abaco correapondiente
a la ecuacion (7). El eje & Qqueda entre z y v y no necesi-
ta groduacion, La escala mo vale

Mgy My
P n. -
T mp+ my
X y
b f X ) A
]
s
- 550 1
L 4 .
o~ L 400
IE“,- o »
! ‘= e s
& 2 R “aeil i oy
ru- Ia .
i
(]
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Usando 1a escala 1 y la y se construye el aba
co para 1a scuacica (8). El eje x ‘queda entre ela y el y y
su escala vals!

NN
x iy~ Ty
El origen de la escala x se puedec encontrar

déndole valores particulares a Ir ZYy ¥ cano se e"puco
uuﬂn&\nmnw.

Igt.a.a.lhuuta las distancies entre log ejes de-
pende de 1as cacalas, A veces ne comvoriente trunsformar la
oruacisn (7) de modo que pe siga

2(z) =a - k(¥

ys.xiliendo wsi que los ejfes W y 'z aparezcan a un lado del
eje. (¥g. de peg. E),

Notese que las funcicnes que llevan el mismo
gisno algebrelco crecon en el miswo esntido.

Cuando log abacoa tlencn mis de 3 gacalas con-
viena poper une Iniisnc A del usv de elles tal como se colo
ol vn la Plg. d¢ pag, 163, Los titulos de 128 eacalas deben
pUlcrsE el A vr-*n eure~ior de la eccala y deben ser breves,
(VLI‘ f16 en A ‘3.5. Elb'ulbﬂue)

AB/CCS IOCATITMICCS, Tipo B;

Ecuaciones con % veriakrles.

Sea la ecuacion;

£(x) = Fy) . @(2) (9)

la reduciremos al tipa A, tomando logaritmos ;



w 3 “& x
A l A v
' : ! A
| repa A ey
; ! ! %
% .' . =
= 4 : &
2 : !
14 1
3 0
’ !
# {a“ EJ‘

log £(x) =1og F(y) + lg &(2) (10)
de este modo loe 3 ejes paralelos llevan las escalas
m, log f£(x) ; m, lg F(y) ; w, log (z)
Ias diestancias entre los e,jes'y €l valor de
se determinan de igual modo que en el tipo A. En el caso dﬁ

producto las escalas dibujades ecbre y y ¢ crecen en el mis-
mo scntido, Para el cuociente en que mse tiene;

R

crecen en sentidos opuestos ya ques

lg f(x) = log Fy) - lg @(2)



= i
3 izi 3
% - ¥ k-
~ :E
| %
P 0 ¢
________________________ d o

Veremcs un ejemplo:

Sea la emmials L T;L-E

que gueremcs representar en un abaco, gablendo ques

¥ varfa de 1.000 a 5.000
c Ml l1.5a 4.5

Touwaendo logaritmes, la ecuacion quedas
1 1 s 1
lgL =5 lgW- 5 lg2.5 ~5lgC
elegimcs las escalss:

m‘-jom. y. my=50 ecn,
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luego dltujamos les escaar
b 4

50(

lrg W) =25 1g W

log €C) = 25 log C

Nlpas R

y

en 2 jes paralslos de modo que las funciones crezcan en distin
to sanhkido,

81 las esculis (e Wy C estan a una diatancia
des 16 em., la escala L aueads cntre W y C estan a una dis-
teacic de 16 cm,, la esceln L 2meda entre W y C a una distan-
cia ue & ca, Jde cada unu, y4 que!

§-3

s e MG, Y. U
m¥ + ¢ 50 + 50

La escala L crece en el mismo sentido que W
ya que en la ecuscion tiensn igual signo, Para C=L y W =
1,000 se tienz L =10, Ds este modo podemos determinar el ori-
gen de la escala L, Kl cuadro de valored del abaco e8¢

la escala de L vales

BIL-

Eje Escula Variacidn long, de la escala
W 50 |1.000 & 5.000 |25 log 258 < 17.48
C 50 1.5ab,5 |25 lg _‘i—g = 11,90
L 25 9.k5 a % 25 log = 14 .50

! 1 _%'9. 5




w
5,000 —

3 ~ 845
4,000 .° :

5 oo S8
3,000 _3 2,8

] ¢ L

-:. . :3.0
2,000 .- i

3 kel L

I )

A e

e ARREEL

4 1.0

1.000 ..o

Ecunciones con 4 wvariahles.

Sea la ecuacidn:
f(x) = F(y) . @(z) . &(v)

hacemaa } a= o(z) . w(v)
y la ecuacidn (11) queda;

r(ix) =F(y) . a
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Cada una de las ecuaciones de tres varishles
puede ser resuelta per loe metodos del Tipo B, convirtisndo-
las a forma logar{tmica, .

- a L] x
A 4 A A
£ A
2l 3 — 1
L] —_— | -
;’ .‘¢" ‘ ;: 'Fé
. b=
& | ¥ o }
S | = e S
.......... | | i
e e e "o
:J' ......... |I
i 1o
|
Tomando logaritmos las ecuaciones quedan;
logg = lg @(z) + g B(w) (14)
v . log f(x) =1log F(v)+ lga (15)

§ Se hace un abaco par la ecuacion (12) queden-
do a entre z y w, 1A escala de a eota dada por’
m, My

mu m.zd- D&
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Usando el eje a que no necesita ser graduado
ge hace un abaco similar para la ecuacidn (15): Q.uedando el

eje xentre y y a . !
m
oy TN
Mg * Wy
Las escalas ee colocan ceantradas, por aimetrfa,

El reato se hace igual que para lce abacos de las ecuacionss
del tipo A,

Ecuaciones con S variables.

Sea la ecuacion: .
£(x) = P(y) . ®(2) . B(vw) . 8(v) (15)
Hacemos ; a =My) . 2(2) (1)
B=i(v) . 8 (v) (18)

Luego la acua_ciSn (16) quedea de 1= forma:

f(x) =a.f (19)

Se hacen abacos para las ecuaciones de a y P
v luego se combinen para cbtener x. El m&t0do como se compren-
de es enteramente similar al empleado para los otros casce,

Para los casce de mas de 5 variables no convie
ne emplear este tipo de abacos (por puntos alineados) y hay,
que recurrir a otros procedimientca. '

Veremcs un problema de aplicacion de amacos al
go original,

Supbrgase qus en clerto ramo ae hacen dos in-

terrogaciones el afio, Una vez verificads la primera los alum-
nee solicitan que la nota de la segunda interrogacion sea
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uultiplicada por un clento coeficiente m, de modo que lce
glumnos que tengan mala nota en la primera puedan arreglar sl
pramedio con la nota obtenlda en la segunda y que los con »us
na nota no peligren.

Naturalmente esta medida conviens a lcs que
tienen mala nota, ye que los que uno la tlenen, no tienen por
gue arriesgarse a bajar la nota promedio si no optienen en la
segunda tan buen resultado como en la primera. i

Como primer sistema de tratar el problema se
propone el sigulente ¢

para notas > L coeficiente 1
< ki coeficlente 2
Veremos que tal resulta el slstema:

a) Sea la nota de 1a 1% interrqgacion 4P y la
de la 2a, 6,03 Pramediando se tienss

L.O + 6,0

J _l_g_’_ui’o

») Sea la nota de la la, interrcgacién 3,9 y
la de la 2a, 6,0;

: 3,9 ¢+ 12
) = 53
c¢) Sea la nota de la la. interrcgecidn 4,0 y
la de la 2a, 2,0, E1 promedio vale:

4,0 + 2

; _J__z_— = }',0

d) Sea la nota de la la. interrcgacidn 3,9 y
la de la 2a, 2,0, Se tiene:
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3,9 42 4,0 2,63

Como se vé este sistema no sirve, ya que en el
primer caso (& y b) & todce les convendrfa tener nota menor
que %,0 y en el segundo (c y d), tambien sale perjudicado el
con mayor nota en la la, interrogacidn,

Iuego debemos deducir una formula que noa deé
el valor del promedio, con un coeficiente m variable.

Llamemos y la nota de la la, murrcgacion, L
la note de la 2a.; x el Valor del promedio dg ambos yo el
coeficlente de la nota de la 2a, mtermgacion.

Se tendria entoncess
i *0 .
B

elegimos comé valor de m}

este e8 un buen valor para m, ye que 81 el alumno tiene 7,0
ec 1a lu, interrogat.ion,os Justo que la 2a, no tenga influen_
cla (m = 0) y el tlene un 1,0 en la la,, m = %; lo que o8
un buen coeficiente.

Ld
luego reemplazando en la scuacion queda

5’*(115—1) z
R T

R (D
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slendo la variacidn de x, y, z de 1 a 7,

.Para resolver esta ecuscién construlremcs un
abaco de puntcs alineadcas.

Evidentemente que no todos loe soportes de &8 -
te mhaco seran rectas paraleles, de modo Qque deveremcs deter-
mimu(' l):\ecuacion de uno de los soportes de modo que se verifl
que (1

Supongamce ejes coordsnados (u, v). Hagames co
rresponder & X, (u;, v3), ay, (uy, vi), y a z, (ug, v2).

Uno de los soportes, el de usz por e jemplo, lo
podemos elegir de modo que pase por el origen, el otro, ug,
situado a2 una distancia a de el y por ultimo el soporte co-

rrespondiente & u], que ©8 una curve que debemcs determiper,

L

Vi , o’

..__i___-__.‘____ =

Iuego la ecuacion (1) queda convertida ens

(9 - vq) 175"@"'1‘7"{3‘71 va
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$ Como dede verificarse que siempre los tres pun
tos esten en linea recta, se debe tener;

- ]

0 v i

3
a vo 1 =0
bt S S s B
y desarrollando:
8V) - BY¥seu] ¥y -1y V2 & 0

a vl—ul Y2

de dende; Vie 1 1 (2)
a - ul

pero segun (}) Rt Sl SRS TRk | (1)
g =

Iuego se debe teners

2v -V
1*.(7 ~1)yp= - v
A S NG Rl o IR T TN

y camo debe matisfacerse ldénticamentes

Ll ST,

9 -vl- a - ujy

o Bea; v,=T7+2 Eé—- (3)

que @8 la ecuacidn de una recta inclinada de coeficiemte an-
gular ?_ (Pudo hader salido cualqulera otra curva) .
a
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Construysmos el abaco. Para eso debemos darnce
savalor de @ que =¢a conveniente. Zlogimos & 2. Entonces
(3} quedas x

que es una recte que corta al eje u en -7 y al eje J en 7.

i

Z
x

=7 L 7 A

& |--6 —B6

5 — 9 -5

— 4 -4

— 3 -3

2 — 2 =

/_.1 X -y

Dibujando estas rectas y comstruyendo las es-
cales, queda el problema satisfactorismente resuelto.

e T

BibMgrafriag
Para mayores detalles sobre este tema se puede
consultar la obra "Empirical Equation and Namography™ de Dale

S. Davis y la muy completa "Traité de Nomcgraphle™ de M.
D'Ocegne. N, del R,

e -
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. SHEGUNDA PARTE

ESTUDIOS FUNCIONALES

SERTES IE FOURIER:

El problema de la ra;.reauntacicu ,de una fun -
cion cualqulera por medlc de-una serie trigmmetﬂca ha s8i1-
do resuslto por Fourier,

las series de Fourier merecen espacicl jmpor-
tancla, depido a su gran ap l*cacicn e lce Jroblemas de la
gica Me*;rmt.‘ce. y & la vez ¢ algunus remas aplicadas de la In
gL it.rih.

El probleme plupnteado por Fourler es el gi-
gulente;

Lace une fuacién (fx), se trate de rerresenter
1. pur medlo de una serie triy onometrice de sernce 7 cosehos,
de los miltiplos de x 2uyo deacrrollo le se2 equivalente.

Saa este derarrollo de la forma;

(1)

£(x) = ;—q+al cos x+b1 sen x + &5 coa 2x+bp gen 2x + ...

-.-.-*ﬂnCCan*'b 33nm+....-

Para determinar los ecoﬁcientea. a, a1 bl...an
bn ... Deceslitamos aceptar dos condiciones previaa.

a) Que el deaarrolla de Fourier es una serie
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uniformementa couvergente en el :lm'.arva.lo (-n, w) por 1o

tanto puede sor lntegrado temino & temino, dentro de dicho
inbtervalo,

" b) Que la serie representa efectivamente a la
funcion dada, i

Aceptemos esta hipoteais aun cuando podrfamcu
reemplnr.a.rla por utras condicionss menoce vestrictives, y -
prnr**rﬁr\’yx llavar a a.bu eats eatudio, d>"1zisndo e
tou fuseisa en el Litervelo (- w , ot J, cuosiuciuouo & la vaz,
que fumra ae sete intervalo, es pariodica de p*ariodo 2 W
o aca vorifice la scuaciom:

f(x) = £(x + 2 )

Pura calcular los coeficlentes, procedemcs en
1a forme siguientes Multiplicendo la ecuecion (l) por dx e in
tegrando eutre -n y w , tendremos §

n T
r(x) dx -ITD dx
L4 Lr 1
™
ya que; fcaanx dx = 0
-r'

m
fsannxdx =0
t Ve

o 8e&; todas las integrales del segundo mlembro, excepto la
privera son nulas,

Entonces ; .
. aO = ff(x) dx
-7
de dondes a-;_.]r'ft}(z)dx " (2)

-7
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Para calcular a  meltinlicamos 1a ecuacion(l)

por cos nx dx e integramos término A tirmino entre ~my T ,
En el sugundo miembro ven 8 rasaltay _tlegrales de la formag

-
fcosmx cos nx dax
-1

que van & ser todss malas excepto ajuella para la cual m=n

que vales %
1"

{ccaa ox dx =
- -y

y adewés integrales del tipo

ro
Y men mx cos nx dx
Yutr

que reaulbten milas ain eacepcion ulguna,

Tenlsndo entunzea en cusuta las ecuacionss ¢
0 piram+¥n

Pl
/ co8 mx cos mx dxe
Y N para g =n
[ e &
resulta;  § £(x) co8 mx dx= & | coe? nx dx
-1 -y
"
ce dondes ff(i) ces nx dx = ma
'47 i
1 7
o 86t} _ a'ﬁJ’ £(x) cos nx dx (3

Nos falta solemente calcular b, ye que todts
los demas coeficientes pueden ohtenerae dando valdres a n.

Para ello multiplicamos por sen nx dx e in-
tegramos entre -7 y W, .

'
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Camo de costumbre serén milss todss las inte-
grales del segundo miembro, excepto una, en virtud de les

ecuaciones g
f.’coa mx sen nx dx = Q

b 1 &
rm
| § Ben mx sen nx dx = 0
“n
excepto para m=n easo en el cual resulta:

”
faenzmcd.t-n

-17
Resulte entonces:
™ 1T
ff(x) s3u ox dx = b, / sen® nx dx
-7 Sy
1 n
de donde; ba;— Jr f(x) sen nx dx (1)
-

Puede notarse que le formula (3) dé para n = 0;

n
a8 « 2 [f’(x) dx
7 o ™ -'_.n.

lo que muestra que la expresicn de en tieme valor generel.

y Recomendamos , no obstante, hacer separadsmen-
te el calculo de a, para evitar Indeterminaciones que &
menudo occurren.

De jamcs al alumno la tarea de deduclr las fc'xr__
mulas ilptegrales que hemos aplicado en el desarrolloc de eata
deduccion.,

- Fodemos resumir muestros resultados en 1la
formulas
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a, -l Jr;(x) J'CCD nx .

b LB § tsen nx

VALOR DEL DEEARROLLO PARA FUNTOS
DISCONTINOS DEL INTERVALD:

A meomudo ocurre, que la funcidn que dese amos
desarrollar en serie de Fourier es discont{ma para algun
punto del intervalo en que se define su variable.

En tal caso, no rige rnuestra deduccion de las
formilas de Euler para los coeficientes de Fourier, ya que
una serie trigonometrice uniformemente convergente, &s nece-
serizmente cortfnua., Resultu, slu emburgo, que en el caso de
un mumero finito ,46 discontinuided del tipo que deacribire-
mos & contimacion, absistan nuestras formlaa

Sea y = f£(x) una funcion discont{nua para el
valor x = x, de su varicble,

i

y = f{x) P

U T
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Supongamcs que Begun que nce acerquemos  al
punto x = x, por valores superiores o inferiores, existan
dcs Uuites rinitcs y distintos para la funcicm f(:) es do-

cirs
f(x, + 0) o f(x, - 0)

Afirmaremcs, s8in incurrir en una laborlosa de-
mmtro.cion, que paera punt.u tales camo x = x,, el desarrollo
de Fourier nos da el valor f(xg) que podr{#mos esperar, sino
el valory

% [f(zo‘ + 0)+ f(xo - 0) ]

El lector podra examinar lo que ocurre, & €S-
te lmite pera el caso de un punto contimuo del intervalo,tal
camo X » Xj.

FUNCIONES PARES E IMPARES g

A menudo heblaremcs de Funciones Pares y de
Funciones Impares. Se dicg que upa funcion f(x) ea Par,
cuando verifica la ecuacioni

(- x) = £(x) (1)
Se dice que ella es lmpar, cuandoj
£(- x) = - £(x) (2)

Son funciones paress 1, x2, 30, coe X, com

)}
Son mparosi las funcionest x, xJ, x°0+l, x,
+x

8en x, sen hx, 18 x, Log T ete.

Ias funcionsa; eX, Log (Lex), 3+2x - hx,
por ejemplo, no ecn ni pares i impares,

hx, eX2, etc.
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Deduciremos algunas propledades importentes, re-
lativas a 1ntegracicn de funclones peres e impares.

Maltiplicando la funcidon f£(x) por dx e integraa-
do entre -a y &, 8@ tiaueil

_[:r(x) dx = jf:r(x) dx +_[af(x)dx (3)

Consideremos la primera 1nteéral y hagamcs en
ella el cambio de variable x=- ut

!;;(x) dx 3{:?(- u) d(- u) -£;(- u) m{;(_ x)dx

ya que una integral definida no es funcion de su varisble de
1nt.egracion, 8ino de sus limites,

Reemp lazando este valor en la ecuacion (3)s

/‘E
J.-

f(x) dx -/ni:(x) dx + :(- x) dx (L)
[+] [+]

Consideremos equ{ loe casce siguientess
a) 84 f(x) es per, se verifica;
£(-x) = £(x)

de modo que la ecuacion (L) se reduce ag

/_:lf(ﬂ ﬁ-e[; (x) a
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b) Bi la funcidn f£(x) es imper:

f(-x) = - £(x)
juego la eeuaoim (L) 'ncs ads

[; (x)a x =0

Resumiendo estos resultedos, dscimos ques

a) Le intcgrel 4e una funcifn par entre -a y a,
es igual al doble de le integral de la funcidn, ot ¥y 8.

o) La integrel de uua funeisn imper entre - 8
Y 5, eg nula.

Degarrclle dp funciones rercs e impares s

Aplicando lrs deducciones enteriores s les Se -
ries de Foirier, zodemne efirier qne g1 1o funcidn gue desea-
mog Jegf ri'cllew ws &y, ].remds (diener su dessroclic en se-
rie que contengas sclamente le func.Cn cosenc; el ells es im-
1er, ge ,podm degserrcller en serie de senos.

Demostreremos eate efimacidng

Si f(x) 8 @8 una mmién per, también 10 sera

la funcion: .
I’ . c
. £(x) o; nx

luegos ff(x) cos nx dx = € ff(x) cos nx dx.
de n.odo Qque; tf'"

2 1

- J £(x) cos nx dx
o .0
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el m'smo modo, siendo £(x) una funcidn per,
peré imper le . ~unacions
£(x) , sen dx
'y por tanto : m
J[f(l) gen nx dx = 0
que tree como congecusucis ‘nn- (o]

Inversaments, ai f(x) es furcidn imper, se ®
dm demcstrer amlcgmnte que:

aullo

m

( .
b, i j’f{x) gen nx dx
n ; 3

Hesumiendo, vodemos docir, que le fure ién
£(x) podra gceptar deserrollo de Fourier en senoca © en Co-
genoa, ae,,.xr. gue 9llc 3éa Lpar C Lar.

Esrencs elgunes epliceciones de dourrollo en
gerie de Fourleri
Axlicseiones:

2
&) Desarrcller la funcidn f(x) = x en serie
t.rigonmetrica.

For ser una funcién per, resulte:

Pg . ® X
L ] "“2
& = EJ'-'J: cos mx dx
™ “o
Heciendo n = 0, calculemoss
> 2 fr'e

5 = 3 X Ix Y 3
o =

-
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En seguida, para n v= 0, pongamos;

17 7= -
R fxed(aennx)__g_ l'xeaennz -_ernm
mn o mn ";"'J 2x gen
. 98 o
. ) nx dx
El primer terminc es nulo, de modo que ;
a Ny it
- S E_"J:,x Ben X dx
que escribiremos ;
m
9, = F;J::, x d(cos nx)
e lotegrando nuevaweite por partest
- - A T
w47 ,’xcoanx" - 4 ¥ cos nxoax
2 ’
1 0 o wunt'o
. - . Rl
a -‘*1% cos nm - _H_ Lsennx
nn mn -lo
y cano el ultimo término es nulo, resulta;
’ an = .h_L_'l)__n
ne
Ahora blen, camo el desarrollo de Fourier esa!
a
o __?+a.1 CO8 X+Dbjy Sen X + 8, CoB 2X + bp Ben 2X + ...,
2
8¢ obtlene, tenilendo en cuenta que todos los _b_ﬂ son nuloa

xagﬁ_‘icoﬂx_cmax*fmﬂﬁx_c“’h": ....J
? P 32 42
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decarrollo que es velido pera
- X T
Consideremos ahora algunce casce pa?ttcularea:

Haciendo x = O se obtiene:

o sef} 1 1 1 1

- -+ - *..':I
L 4

Tﬁ'h 1 -.L.;_.L-.l—‘_’..."-o
3 IR DR
-
12

81 referimcs shore la funcicn & un gréafico, ve-
mos que para X =mn, resulta: .

f(rm - 0) = ¢(m+0)
de modo que no presente discontimuided alguna,

Y

/‘.""
e ———— o S
—

Noe encontremcs entonces en condiclones de hacer:

X =11
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para nb"hemr:

+...+ LR
" e 22 )‘2 ¥e 7
1 ] 3

__.Td "‘.-'-.+-.-j:5+—1—- +-o-- * _vee =1f-

1 2(.. 3,'_ q 6

81 Airidizcs L.‘LC“"&, cada {3:mino de esta serle,
por 4, cbteueacs;

B 1 ’ == 1 +- “2
12 22 22 -22 35-2_2 :‘a 2;.:1 ssee t sans ﬁ-ﬁ

que escripiremos;
1 | " b ﬂa

|

+ B S i T 3 S
i i i ’ 2

=

y restando esta ultima da 1a prirdiives

' 2
1 1 1 1 i
+ - + + ettt eas --‘8"

* % 5 '

») Deserrollar on seiris de scurder la funcidn f£(x) = x.

Como £{y) = x eg ura fancion inper dehemoa ob-
tener su dcaar:rolm, en serie de B2LOS, y& 448 pa ra este ca-
80 8¢ verificas

Pt
Ahore, calculsmes by por medic de 1a formula;
bnni. x sen nx dx= - —2_ §x d(cos nx)
1w (s ] mo o

e integrendo por partes:
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1w mw
2 {
bn"'ﬁ"ﬁl—xcmm] + —— Jco8 nx dx

o nn -’o

. v i
2 7RO B 2 L ’
= sen nx .
bn T o 1 ne ° -lo
luego: b = ~_2¢0s o
n
n+l
que se puede 2(- 1) ¥
edcribir: by = o

Corsiderardc ahora que an 0 aacribimoa el de=
garrollc buscados

- ola . Ben2x _ sen 3x _sen Lix 3
x a,[_en x s + 5 n ¥l wau . .
o bient x _ 8en 2x _ aen 3x _sen kx '

3 aen X 4+ 3 + ‘1 - _l.|, + a0 : e

Tomaremcs en cuenta alguncs cascs particulares;

Hoclende 'x = —g— se cbtiene: .

3

T W i Syl AMRALT R %

Lé"h*B"Iﬁ*"E'TB:"'_I l/"'—"%

P D S s Rl L g L
05353 12- H -B -E ﬁ -E san T aes GV?

81 deseamce hacer x =1, debemcs asmdiar el
graflco de ls fu.ncj.on y averiguar sl ella es contimua en
este punto.



&6 ms 1l vur que, &l pasar la curva represen-
tativa de la fuacito por el DDEO X = 1 ¥ on gensral, por
todes I miit' e fazaes ds m , la ordonuic enpu i lmen-
ta un caabiv L twsec ge + m 4 - w , eato és, la funcicn re-
sulte d:mcont.‘,ma en el pato conslderado,

fegulta entoncea, que para x =w , el desarro_
1lc de Furier valcy

% E":rr + 0) + (- 0):;-:?13 [n -fTJ-O

resultado que verificemes immadietaments cbservando que
: sennm = 0

¢) Determinar el deaarrollo de Fourier para
la funcion reprensntada en el grafico y estudier los resul-
tados Que de wbilonsn c-é yewl,

3
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]
>

:M

¥  -mo 0 me

S1 observamcs que la funcidn representada per
51 grafico es per, ved.cimoe mmestro estudio al intervalo
Q, v . apiicendo las rormulas §

-~ O

1§ §
l_\r £ ?. _[I{I) cos nx dx
i T “o

b, * 0

Anore: f£{x) esid definido de modo ques

f(x) =c pura 0<x < 1e

(1)

£(x} = 0 . para o %X &
Para calsolar entoncer ap, dobemos .fraccio-

nar el intervalo Jo iLceg.aciou eu lu romia slguientes

[me ﬂ'
o S jf(x) coan:dx-*?.ff(x) cos nx d
8 0 T T,



3 ﬂ'p!ﬂ!ﬁo hLY] Paintst mta P h
Yervates ocoaiiiridn on (41 R

e
- o -
o o] o e 5 "'l.'
Yt °°w”‘d“*-’- Ccos nx & - TSNS
:l o " nc _i.l
: a 2
« : u,n.__aajcmmdx -
™ 0 ;
o
En primer lvgar, para n = 0, ohtenomore s /o
8= 2C fﬁx =2 ¢2 T
AL X
Pare nv= 0, encont=rm-s i
W 4
~ e I
o y . *
N 2.5 1 sl rzl w2.C Son air ¢ '
B ara 3f a T )
: 5 :
El desarrelll biscaly eculia, '
g p .' " c |
£(x) = 528 [sen oo 3200 CSC coh O 4_*;
Tn = ®
e
- L i
=

_J“° cos X E.Ei“_'_l;.ﬂ.ﬁ cos bx +282 278 ceo 534-.,..«»] 4

(‘omidg rarencs & cwt‘;::.r* on algunce casce 4

N

partlicularens ; uﬂ
. _ i
A) Hegamce c-.%‘ ‘ '
\ thad
‘Entonces ; ' LS
fl’.’t) - % [Om X - Eg;sz—x + g&j—z - "..."'-']:.;:
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Considerando que para.: =0

f(x)=c = %
ommtmm‘ - ] I R

-3 T 2 S |
f‘;lj,«"}'*'s .l..!"‘ o-]

¥y reduciendot
- ...1 +.:.|'.--..10 z -
1 3 5 7 cana S E

reaifltedc bastante conoccido,

B) Haciendo en seguida ¢ = _;,

Cylenencs §
r(.‘.; 'l} -T.‘/'E [CCB 1 + CCB 21 - cm !‘x - cm 51 + .qn.t‘i]
9 SV 2 [' 5
Teniendo en cueuta yus paray x =0
1
fix) =Cwm =
(x) 3
deducimos § / .
-]-' & -——2 3.' - 1 - " . L +
5 Y I AR . i,

y reduclendo;

11-1—'1-1414'1-.0.'."-“
Rl TR S R R "
Observemcs ahore que para X =nc = -'-'3 1a fun-
cion es discontfrua, de modo que segun lo visto enteriormemte,

-
.

L 2
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el desarrollo de Fourier da en este caso el valors

J—' (C‘l-O):

S
§f(ﬂ8-0}+f(wc+0 x é

Segun esto: '

S . 3
4 i

=

T

)

[
..1,

W T T | e
T8 T AR o
y reduclendo;

-%1--}--]]'3*-]1'1[;—%&-...-&.‘ ey
[ - e 7
| &5

e =

que verifica meatTn -*cl e'én yo que obtuvimes este resulta-
do oL el pribisas L2 500,

@' Dgeareoliaremcs, por ultimo, la funcidn

€8 Lx en erie &3 Fuaisiel
. .

For tratarse de ups funcion pars

b =0
-:'\'- fﬁcfoa px cos nx dx
™

Ahora binp:

co8 pX cs m‘.-%‘ cea(p+n)x + coa (p - n) xJ

i 1 :
luegos a, = rlr'jcca(p* n)x ax+ = fcas (p - n)x dx
0
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B, = I fEeulp s B3} 3 paeall X
L p+n ! ™ F -2
o o
&n = FEIl Dir COI Iy % s8e1n pir CO68 n1r
(o~ n) m(p - n)
y reducliendo, se llega finalmente &}
8 « 2p(- D" sen n p
w (32 = n°)
Heciendo n=0 se encuentres
a 2 ;
o= gen i1 p
mp
Entonces § i : S (2)
cos px=2e0mp 1 2P cos x + _.2.?}__ cos 2% + "':""J
u R g r° - 2°

Para copslderar algunos casce particulares,es
eribamos eate desarrolloc en la fomag .

(3 -
ccn P1=EE%YE-— [% - (p } ) cos I*(—Q ——é-)eos 2:"’0.-‘

Haciendo x = O reaultas

- Benmw'yp 1 1 v
1-.-;....-.& [—-(pﬁl 1)+(p_—"§+m)+..-J
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ypoc':\ilt.‘:mol
LA B (%)
862 M P -~ P-D

© N
entendiendd % en el sentido de 1im -
@ N D N

haclendo en seguida x=mse encuentrai

8oL T 1 1 4 e o
cm"p‘_.:;-a 17'5*(5-7-1*. I‘+1)+\I;-2-1}];2)+10.

0 sea ¢ ¥
1 iR LS 15593

meot = v —— ——
# p+§+p+1 13‘+P“1 D g

que emrcripbimoce por fin* |
1 4]

L5 A
n\cot.np “7&3 e (5)
Hegancs por ultimc: p = El Bntonces la févmuila (2) das
co8 Il’ — l_2 —--1- co8 X+ oa.2x .. g co8 + |
§ T L T A= ..-_-I-E_c I—% 5:"."._
b g deepues de reducir, queda finalmentes
. Xx_bL 1,00 X co8'2x co8 X oc8 )
cca - -_—t ..-.-.-4-._.- s — +s 0w
2 ( - R GV e 5 o T ey (T

RUFREGENT ACION  DE UNA FOLTGMWAL
E‘ﬁ ',‘u.iRT'E"L'_r;"I F r{t -, i ,

1

Cons1derepos el caso de una }-oligoml que
preaanta gimetria centrel en torno de un punto O.

Suporgamocs adomés que ella pesa per los
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puntos (0,0) y (+m, 0) de modo que, 8l y = £(x) es la ecua-
cién de la poligonal reforida a un sistem2 de coordenadas
de origen 0, se verifica:

flm) =0
£(.0) =0
f(-m) =0 (1)
¥y
p3 i\ y=£ (x)

AP, i\

\ L ;\\ . \ncn"l

ety L - . e A N e oAl A e ML
-rf W~ |0 ey meg Tes \\g //" i

Como puede notaree en el gréfico, la funcion
rerregentada en el es una funcicn impar, a cgusea de la s8i-
metria central de que hemcs hablado,

Es evidente entonces ques

an-O
y : W R f“f(x) sen nx dx
R, o W A1)

que escribiremos

by =~ e f ;(x). d(ceas nx)

TR,




\ e
e integrando por partes;

L "'-%-5 [r(x) cos n:J

i3

CO'.':LO ol primsr témino es mlo en virtud de
(1.) , nos queda 3510 el aegundc que escy 1h1mms

el Tea
§
bn"i',—nl-,t £1(x) ces nx ax *f"i’x) cos nx dx +
o Sk -2
neg o
+ ff'(x) Col O AX'F gue # 404 ‘*ff' (1) cce nx dx
TTO ﬂ em-l

y por tratuTes de nra pnligonal vemng cue ol valcer de #'(x)
fgg cONRyTTA Senctimte cealry ¢ cala uao de 1l intsrvaice
en que hewos euhdiviiide el invervalo fundemeutel (0, ).

DeuigrLaado por uy Fpees I, 188 pendientes de

lce lados de la poligonel, podemcs llevar & cabo las integra
les de la ecuaclon aolerior, ya que aagun hemes visto, di-
chas pendlentes son valores consténtes.

Obtenemos es{s

el neg
bn-_a_[pl.rcm n:dxﬂ)a‘[cmnxdxa-yjrcmnxdxo
nn J
o TTOa
i
+|al¢|"pm fcmm dx

L

de dondeft
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a2 (py sen nme, +D, sen nm Cp - Bp Bem nMCy +

n"-—%5

m

- D, BEN FMCh + +4s sen nfr- p_ 8 me
+p3sannm3 Py BOD £MC + 40t By nfr- g, sen n m-l)

o seas u
bnfgn_i_g_ ’\(p]- - p2) sen n cl-l- (p2 - pa} sen nw Cp #+

+ son + (Pmpl - pm) sgen n"cm.l]

Esta formila da los coeficientes del desarro.
1lo buscado, para el caso que tratamocs, que es geleral,

Eotudiaremcs solemente alguncs casce particu
lares ;

, Sea, la poligonal que 3e encuentra ponlendo
m = 2 cuyo grafico ess

- Sl =

\\ ,,,-/"’ l

¥y Que corresponde a la vibracicn de una cuerda fija en lca
extremca (0, 7). ‘

L

Haclendo m=2 se encuentraf

by _ 2(p1 - pp) sen nnc
m ne




y dando valores a ng

e 2(p1 - 1) sen 2ne

1
ni
2(py - 1) sen 2 ¢
ben
2
w2

2 (51 - pp) Ben 3nc

_

e 8 4. 9 8 & & # o ¥ 8 b

ba-

de modo que la func16n resulta;

2(p1 - po) :
f(x) = = ['E%isen x*%ﬂsanaxe
", 8én 3 mnce ]
sen 3Xx + ...

Dando distintos valores a ¢; podemcs encon -
trar, ann, alguncs sub-casces

Escribamos, pgr ejemplo, lcs desérrollcs coe
rrespondienes & c = 7¢'.7 y c-_5

Para t:--§ Be obtlens:

v

#{%) o Ml:enx- __’52 ﬂ...-v...]

L4
'



in

, i)
£(x)= /:"(‘2- 2 1’9 ) [nn % & “22 ex _ sen Lx_sen 5;]

APLICACION

Detorminar la mtr,im :eprucntaaa por el ga
fico, en forma de serie trigonmetrica y calcular

Y
F e
B y=f(x)
k fie A in ;
- A ,_..: A f . X
s i : /0 e n{l=c}) n

) N - | > |
& \'i g/,/ '

0 A y A B de modo que 81 bn e8 el coeficiente de rargo n
del desarrcllo, se tengat

by = 1; b3 9
Haclendo m = 3¢

o e i b 3 o
s oW UE. o
en la férmla general deducida para la poligenal, encontra-
‘mes por resultados %

bn-_-?g . = sennme ¢+ sen(nm- amc)

e
.o
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¥ e R .
n ..r:‘ar.csannﬂc (1- cos n 1) 3
Beta ocuesida, uaosira g.e} .
.. . rn pera n par -
Y =
“n
j 4 h
———= 8enamnc paran mpa.r
k“ (o] r‘ ad
de modao que, dando a n los valores n=1, 3, 5,,,. etc., ot
tenemcs ¢
by = Me3 mo
AL o
L
by & 363 w0
o E

B La maeu _L'I'Tc

-—— -

’.‘.r'rr
0.."""".'.(:“.

Determiremos en reguica ¢ y I de modo cucs

bl'ﬂly 'b}-O

lenememcs el niguiecte ristoma do ecuacicnes:

Lh

~~—5 senme =1

e

ub —. sen 3 mc =0

Fattesan b - E

.t
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De la ultime se sacaj
gen 3nme=0

cuye solucicn més sencilla y aceptable ess

3mec s m
0 seas glaz=
Entance'a la primera dey o

h - —?-_—5_—
6
Teniendo en cuenta estce valores, resultaj

SRR -
5""25"

1T
de modo ques q
f(x) = sen x - ﬁ-%'nn 5;+E1- SO T Zuves
es el desarrollc buar.:a.do..
EXTENSION DEL INTERVALO DEL

UK 3

Hemos conslderado, hasta ahora, el desarto-
llo de Fourler, restringido gdolo al intervalo (-1, ) .Nes

proponemcs ‘en este parraro, empliar este desarrcllo & un
iatervalo cualquiera (a - ¢, a+¢), es .decir encontrar 1a

forma del desarrollo de una funcion cualquiera f£(x), on di«
cho inturvalo ..

Sen antonedd*la funcida f i:), dof inida de mo-
modo que la variable x pueds tommr todos 8 wvalores compren<

didos en el intervalo (a-c, a+c),
B
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I's™aircmos una Ariable u, que rclacionare-
mes con X, por medio de la ec narciop g

= NAE 278)
¢ (2)

de modo que$

DAra X = & - C reeulta U = - 1
y : pAra x = a + ¢ se obtiepre u = 1

DeA ""ms entonces, gre, mlen“rms x var{a can
tirw mante an o Aty (4 - c, & c), u lohace del B
MABWO TICHO & #4 e .~a'..‘J i 47y ﬂ

T Aicwce, por tanto, aplicar 1a teor{a del de-
garrollo de Fausler, a 1a tumicnl

£

u
r{a +

por ceter su verlabls u, definida en el intervelo { - T, ).

OttcnAr-mee ast:
f(a *“.....E.) -.._.9 + A
2

s 1 €08 u + By sen u+ Ay cos 2u ¢+

L |

+ By 300 20+ ... +A; COB Du+ B, sen mu... (2)

en que los coeficirrtea aredan darinidcl por las formu les §
ff(a .

Fn.}: _;“a. + 3C ) eenm du t3)
T I

)cc:lmdu
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Escribamcs el desarrollo (2), expresendo u
én funcidn de x por medio de la formh (1)

_;2_41&1 oos.("_;ﬂl"..nl sen (_'Elmﬁe ooa.(E:_).g“ +

+ By sen X ;n . 3R cvat A cos -(—l——x.: 2048, sen L)_x;a Blleree

y desarrollando y sgrupande convenlentemente

r(x) «

ﬂx].ieﬁ+LA1 cos 1’.52.31 sen lEJcca ._'L.Eo

c

™ L b6 _.... cos 2Mme
+ Lllen _c.._q-Blcm - ]aan + [A2 o8 e

" %2 een 2:&] c 2.0Z x*[ sen Q:G o

+ By cwm aze‘JeenQ"xh..A ca 2I2--

- B, .onﬁ_'.:...ﬁ] s ROZ ,,[A sen ANE
¢« B_ cos _E.'LEJ son BBZ, ..,
o ¢ C
Conalderamcs eparte el coeficiente des

ccs y reemplacemcs en 61 loe valores de Ap y By
dedcs por les Pormules (3)s

nwx

Obtenemos ;
1
hy cow BNA B gen LNS fr(. s Woooq BITE
c c vy " c
.-.Cnmﬂnm du
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o0 8ea}

nma nwa _1 /0
Rt e - By een 2 _“‘; {f(ai-'-*-‘;_)cm(u-»?) du

y pasando a la variable x¢ e

Ap cos P---'-"--E-B a2 » 3 f(x) cos BT X gy
c c c c
a-c
Efectuando un caleulo analogo, que el alumno
podra. verificar, encontremce para el coeficlente de:

0o 1mXx

sen 3

c +C
nmx
CSUAL PR N N T 0 2. < [ P
c c cv'a -0 c

A
n 8en

Podemcs decir entonces que el desarrollo de
Fourier para la funcidn f(x), extendido al intervalo (a-c,
a+c) tana la forma}

emx ,

¢ )

f(I)-;ﬁ+a1cca"E-x-+bl sen '-:53452 coe

+b2 gen %# e +Ehcm ;‘?_+bnam%“. $ren

en ques an-..ff(z)ccll ngz dx

a+c
1 nnx
bp =3 af‘\:x) sen —— dx (5)

les rommulas (4) y (5) resuelven camo @e vé el problema pro
puesto.
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APLICACION:

Desarrollar la funcidn f£(x) = x en serie de
Fourier en el intervalo (-4, 4).

Por ser £(x) = x una funcién impar, su desa
rrollo no contendra e la func1on coseno, de modo ques

. nk
4
y by =2 fzunnﬂx-dx
et 4 o i
ya que en este ceso; &a=0yc= &,
Entonces s , 2 .’" Ao
e integrando por partes:;
2 4
| PSR nmx 2 | nwx
n o | X coe o O*E_rT cos d.r.!l
8 n-nx-
o sea bp=--2_coe n W +
b W e
o

y camo el segundo término es milo, resultas

B8 n+l
b = k. -
n = A= (- 1)

De esta menera el desarrsllo resulta:

8 1 eox -1 nx 1 bx -,
" nen—r s ann -r +330n 1;— - .EBGII_F_-! :
i.l-il'

|
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DESARROLLO FINITO DE FOURIER:

nnte €l probisma general de desarrollar en
serie una funcion conocida, el Matemitico y el Ingeniero
plantean sus puntos de vista de un .modo algo diferente.

El matematico considera todos los témine d
Bu daaarrollo es decir, imagina a eam fomado por inflal-
tos teminos, de modo que 81 sus sumas pam:lalas tienden a’
un 1limite finito, dicho limite sea la funcion desarrollsda,
El ipgenlerc, entretanto, limita su desarrollo, a un cierto
numero. de terminos, de modo que el errar ccmetido al despre-
ciar el restc, sea despreciable, en canparac!.cn con el orden
de megnitud de lag cifras con que 6l trabaje.

Sea entonces una funcion £(x) que queremcs &
sarrollar en serle trigoncmetrica.

Sea entonces, por un ladog

e
f(x)-z_‘j.. &) €8 X+D) sen X+ 8 €08 2x+ bp Sen 2X + ...

-n e *Bncm nx"hn Eenm"' -ew
la solucion del problema, dada por. Fourier,

Supongamos, por otra parte, la existencla de
un polinomio}
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P (1)T+ Ajcos x+Bjsen X + A2 cos 2x + Bp sen 2x + ...

(&Y

«se + A cos nx + 3, Ben NX nx + ...+Amcoam+nmaenm:

que guarde la miama estructura del d.eaarrono de Fourier, pa
ra la funcidn £{x), y .que tenga 2m+ 1 termincs, es decir,
un mmero limitado de ellaas.

Designeremce en adelante por Ap y 3, lca coe
-ficlentes de una pareja cualquiera de termince de& polino-—
mio, en que n tamara todos los valores entaros comprendidos

entre 0 y m.,

—

Mues tro prob lema es ahora el sigulente; 51
adoptemcs el polincmio Py(x) como deserrcllo de la funcion
f(x), pretendemcs determinar lcs coei‘iciautaa An y Bp,de
modo que el error cometido en la aproximacicn sea el minimo
pcsible.

Sea entonces 3
- 8,(x) = £(x) - By(x) (2)

Esta funcitn constituye el error de que ha-
blamce , y ypera que el seu af.ni.mo, exigiremos, en Jvirtud del
;rinciplo de lcs Cuasdradce Minimos, que la funcidns

IE-LS% (x) ax (3)

Tenemcs el sigulente sistema de ecuaciones §

bh sentmc =1
c m?2

Lh
Smapieige gen 3w c=0
9 on ,
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De la ultima se pacasg

sen 3 ywyc = 0

cuya soluciin mds sencilla Yy aceptable esj

5“0 = qy

o Beg e
3

I'ntonces la pim:era das

.3
a4

6/3

Teniendo en cuenta estos valores, resulta:

h =

, 4T
5 75
. 1
bg "

de modo ques 1 L&
f(x) =sen x - 75— 8en 5 x+-®1— 860 T X sues

e8 el desarrollo buaceado,

EXEENSTON DEL INTFRVALO DEL
DESARROLLO IE FUURIER;

Hemos cmngdafado, haste shoya, el deserrcllo
de Fourier, restringido sclo al intervalo (- w, n). Nes
proponemcs en este

i
L -_?....ff(z) sen nx dx
7 %o



‘230 =

Camo integrantes entre 0 y w , tcmaremcs en cuenta la se-
gunda de las ecuacicnes que definen nuestra funcion, es declr:

f(x) = x( - x)

n
Tendremcs ; b, = gx( m - x) sen nx dx
o

que escribiremos:
-]

n
b j:x(n - x) d(cca nx)

To o

e integrando por partes:

¢ TF 3 T
bn-..__n. LX(‘I‘T - x) cos DE‘ + 2 f(n- 2x)cos nx dx
m o ma o

E]l primer término se anula; el restante lo escribimes:

bn-;—i'éj;F" - 2x) d(een nx)

e Integrando muevamente por partest

. LA

b - [(n - 2x) sen nx] _..._5' - ﬂ

nn_g + sen nx dx
mn O ®n 0

Cano muevamente resulta mulo el primer te‘mino, se obtienss

i . W
e : [w, mi] :
™n o]

L 1". : n+1:]
nn’ [ ( l)

y finalmentes
| Do
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sea minima,

Esta mueva. mnc!.on depende de los coeficien-
tes del polincmioc Py(x) y del numero m.

Pare un mime ro n determinado, ella depandera
g0lo de dichos coeficicntes, de modo que la condicidn nece-
saria para que Im sea minimo mera;

_‘?.AIE . .0
L 3Bn
. Calculemcs 9In  gerivando la ecuacién
(3) respecto & A : 94

s ‘ |
s f 2 2onla) o

n e n

Derivando luego la ecuacion (2) con respecto a Ap §

aSm(xl.___ "Pm(x)
An 34
y» que f(x) es independiente de A .

Derivando pa ultimo la ecuacion (1) con res_

pecto a Ans
aPm (x)
= CO08 DX
a!\n
9
luegos __8211)-- e CO8 0Ox
L
o1, L
de modo ques i =- 2/ §,(x) cos nx dx
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Reemplazando ehora Sm(x) en esta ecuacicns

? Iy f Ag . --. "
TR | L e L R B

Efectuando les intograles e ,igualando el re-
sultado & cero, para establecer la condicidn de mfrimo pa-
ré Im;

J'rr(z) coamdz-ﬂnfcoszmdg-o

y& que todas las otras integrales son mlas. _

De aquf resultas
1
An'; £(x) cos nx ax (8)

férmla que el lector verificara para n = 0,

De igual modo debemos obteners

Bn""% ff(x) sen nx dx (5)

Estas fomulm muestran que los coeficlentes
del polinomio #p(x) son identiccs a los del desarrollo de la
funcicn £(x) en serle de Faurier.

Segun lo que acebamos de demcetrar, se puede
escribir el polinamio ¥m(x), reemplazando loe coeficientes
An, Bp por loe coeficientes de Fourler a,, bp, debido a su
equivalencia, es decir;

Pm(:)- a°+a1c951+blaenz + so.%8 Co8 DX

g

+3p8en nx + .., + & CO8 mX + by Sen mx
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Ahora camog 8 pulx) = £(x) - Pm(::)
se tienes a a4
f(x) = -g—"'“l ccs x+h1 BEN X4 ...+ 8, COS8 NX +

+bpeen nx + ... + g, Cos mx+b, sen mx+§ (x)

Estn ecuacidn nos muestra ,que podemcs limiter '

el desarrollo de Fourler, para una funcion £(x), conservands
el mmaro de términcs que deseemoe, obtenlendo una aproxi.
macion mnxima, en lo relativo a la alecclon de les ccofi-
clentes y que sclo depende del mimero de temince que deje-
wmes én el polinamio,

Se puede apreciar, que tanto el matemﬁtico,
cano el 1ngeniero, encuontran on los coeficientes e Fourler
la sclucion de sus problemes respectives, que segun se vio
ealaban basuados en puntos de vista diferentes.

AVAIUACION IEL ERROR;

Calculemos la integrals 1T
of e
.f dum (x) ax
Tu -1
Observando que?
a

8 m(x) -§-9+ 8y €O X + by 8en X + ... + &, CCB WX +
+ by 8en mx - f(x)

ae tlene;

Im=f[_!,.+a cos x+bl 8én X +...+ &, CO8 mX +

+b, sen mx - f(x)“ 2 ax

= AL
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Desarrollando este cuadrado y separando las

integrales
Imj : f“’i coo®x ax+ j-:'i senx dx +,'.....
sve® fae cos® mx dx + fba sen‘mx dza-j;e(x) dx -
. T O

v
-afr(x)dx-ea. ﬁx)cmxdx-?hl ff(x)aen
xdx -2 a fr(x)ccsmxdx 2%[!(:)301:1“ dax

y&a que el resto de las integrales se anula por las razones
que hemce wisto en ccasioncs anteriocres,

Ahora, hemcs denostmdo que;

ow

[f(x) dx = na,
=T
£f(x) cos mx dx =ma,
0
: dx =
* 4':(:) aen mx b

y teniendo en cuenta que;

i ;[
fcmemd:-fsanzmxdx-n
- -7

Be cbtienes

" -
Im"ﬂ%zf;'q-nniq-nbiq—...éna§+nh2+ff2(x)d::-,
: B n
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-ﬂaz-i"ﬂna-afrbe
[o) 1

=—ravae 2
1 2mel - 2nm 2

y reduciendo y factorizando w 3
rfg g
Ty (x)ax - a‘:’d-ﬂva-i-'l'.l""‘ i 24-2]

' Esta tarmla nos permite calcular Iy conoclen
dv unicemente la funcifa f{x), ya que lcs coceficlentes de
Faurier, son funciones de ella.

_ Llamemcs en seguldaz, =21 valor numérico dsl
error medio producido al limitar el desarrollc de Fourier a
un mumero finito de temincs,

Se tendras

14

2

ik ot f&am(:r)dx
en %y

¥ como hemos llamado I, & esta integral, encontramos que:

I - 2wel

I

Bn'y 5—;

que es la formula que buscamos.

de donde resultz:

AFLICACION g

Consideremcs upa funcion impar de segundo
grado, en cada uno de loe intervalos (- w, 0) y (0, m ),
que se hagn nuls para loe puntos;

x=0 y X =19
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Ia definiremcs en la forma siguiente;
f{x) =x(m+ x) para - < x<0
f(x) = x(w - x) para 0< x<m

Su grafico sera el siguiente;

Y
A
 Patiny
F -
—_—- . = .
- \ /10 o
: x
\ 1\
\\‘_ / g
Entonces ; a, = 0
o
by - gff(x) sen nx dx

™%
Cano integrantes entre O y w , tcmaremcs en cuenta la se-

gunda de las ecuaciones que definen nuestra funciém, es de-
cir;

f(x) = x{w- x)
Tendremcs ; p

‘na?— x{(1r - x) sen nx ax
™% :



T A T

' = 2817 -

que escribiremos

o * - f!(ﬂ-x) d(ccs nx)

mn o

L
b
e integrando por partes:
n b1
2 =
by = - —_— [x (v~ x) cca m‘l+"n" (r=2x)cus ax dx
~'o [v]

El primer témmino se amila; el reatante 1o
escribimos

r
A by ';f?.{:(ﬂ ~ 2x) d(sen n.x)

e integrando nuevamente por partes

" i L

+—2nz[2 gen nx dx
m

o

by & -—2—2- L('n ~ 2x) sen nx

o =1

Como nuevamente resulta milo sl primer teér-

mino, ee obtiene; "

PR, [cos nxJo

nmhn

+(-1)n+1

—

b

y finalmente1
et [

mn
Dgndo valores a n, encontramoa quel

b-g h ':l B
: n 3 2T



be =0 bll =0
ﬂ'
Calculemos ahoraf, f 2(x) ax
-

Por vaxr f2._ 1) una func:lon par, rosultag

0 ”
jf ) de=2 {e(x)dx -2 fxe(n-x)adx=-1-‘1;

(&
Aplicrrarcn Anora la formulas )
i"ﬁ 2 A 2
. MLBLLA Ao a .2 2
AU’..‘ {.(“) ux "[j‘; + al“'bl’-llf %14 bml
-.lr ; -
pare w ~ ., y tonlendo en cuenta que ap =0 y por lo tanto
a.= 0, Se cbtienes

g ﬂrl\

LR

2 e LT
y cemog 1
el - ﬁ-

se encuentrai e = 0,07

Estudiemcs shora la aprcximaclon que ge ob-
tienes para m=2,

Aplicardo la forrala que da I pera mw2:

Lamd LBk, G
G i - T

| ¥ -
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"- 819 .

ae cbtlene:
|
Con estos resultadcs, el desarrocllo de la fun
¢16n propuesta nos queda en la forma sigulentey

a) Para asproximacion de un téruinos

f(x)-§ gen x 0,1
: "
b) Fara aproximaciin de dos términce s ;

£(x) = % gen x +2-?—

woen 3 x * 0,02

Se comprends fécilmente que » con les £ rmnu-
las deducides en este parrafc, se puede también resolver el
problema inverso al que venimos de tratar,

Es decir, dada una funciin f(x), estudiar cuan
toa teruince deben conservame en su desarrrollo de Fourier,
para cbtener una aproxma.cion fijada de antemano,

80lo diremce respecto & ésto, que basta f!jer
el mimero m de modo que sustituyendo I, en la formula del
error, produzce un valor de este, inferior o a lo sumo igual
a la aproximacion deseada.
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FUNCIONES ORTOGONALES

El concepto de un conjunto de funciones or-
togonalss e una generalizacion del ds un sistema de vecto-
rea mituamente pa'—pandlcalms.

Por eso antos de pasar a tratar las funcio-
nes unitariaa y ortogcneles hararof un repa’o en lo referen-
ta al calculo vector ial,

VECTORES UNITARTOS ¥ ORTOSONALES

Sea g(r) un vector en un sspacio tridimensio-
nal y cuyas componentes-schre tres oles pev.endiculares seén
g(1), g(2), g(3). A meuudo para ahiev’er cesignersmos los
vectores solements por g. Como satswa: g(r) ses el radlo vec_
ter del punto de coordenadas: gl 1}, u(2), g(3). Camo se esta_
blecid en el estudio del calculo vectorial la longitud del
vector eatd dada pors

5 .
g2(1) + g*(2) + €%(3) = N(g) = 2 6
r-
Llamando N(g) el cuadrado de la longitud .Si
N (g) = 1, g e8 un vector unitario y se le llama vector nor

mall rado.

S1 ahora tenemos dos vectoresgy(r) y go(r)ee
bemos que el producto escalar estd definido comos

8148y = 8,(1) 8,(1)+ 8, (2) 8p(2)+ &1(3) gal3)
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3
o sea} B. +Brw B gA7)" 81"
1 2 ol 1 2

La condicidén para que .g 1 ¥ 8 sean orto-
gonales o perpendiculares es;

31-32"0

o expreséandolo con relacidn & sus camponentes s
3 . - o -

b )
r=1 gy(r) go(r) =0

Dé igual modo para normalizar g(r) podemcs
hacer: i

g .8=N(g) =1

. SupOngese ahora que tenemos un 8istoma de
tres vectores ortogonales g, &, 63 que podemcs representar
por gn para n=l, 2, 3, Podemcs encofitrar un sistema de vecto-
res unitarios “n de lgual direccion que g _, dividiendo cada
componente de g, por la longitud de g,. m?, por e jemplo;

@) (r). - 8L(x)

Y 5(gy)

Este sistema de vectores perpendiculares %n
obtenido normeli zendo los vectarue se llema un sistema de vec
tores unitarice y ortogonales. Un sistema de esta especie pue
de definirse camos ol

r =123

®m| , o0 " S c m,n = 1,2,3
siendo; : bmn ». . pin¥an

¥y © Sapn=1 81 m=n



0 sea que la condicidn requerida para tales
sistemas es que cada vector sea perpendiculer con cualquier
otro y a la vez que sea unitario,

Por el caleulo vectorial sabemcs que cual-
quier vector f puede expresarse camc una cmbinat:ion lineal
de loa vectores ‘?1’ @, 05 0 sea que 8e puede ercontrer

tres mimerce Cls €p) C3 talgs que: :

£(r) = €1 ‘91(1‘) + ¢y Q’Q(T) +Cy @5(1') (1)
’ r=1,2,3 :

Es en la determinacion de los coeﬂcientaa cq
en que 8e aprovecha la propledad que Ql @5, @ 3 Sean vec_

tores ortogonales y unitarics,

Multipliquemos escalarmente la ecuacion (1) por

t?l(r).
Tenemos §
2 =
f . .¢1- cl (’1 . 91 + c2 (-2 . ‘?1+c} ¢50 1 c1
ya que t?l.ql-ly 42.'1’1“‘?5 ,91-0

De igual modo cbtenemos c2 y C3 ‘multiplican
do escalarmemte la funcidn vectorial por % 'y ?x respec_
tivamente. O sea lus coeficlentes los podemcs repressntar par,

3
ec,=f . %% Z ) o) n =12,3
r=1 n

Iyego (1) lo podemos escribir;

£(r) = £ . @ 91(1') " @2 @o(r) + £ . @3 75(1']

3
1'(1-)--1.':!_!1 t. @ ef(x) (2)
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Ia firmla (2) se puede llamar un desarrollo
del vector arbit/~.ri0 f en unpa serje finita de vectores uni-
tarics y ortcgen.’sr , Eits concepic Ji7de genoralizeras para:
un espacioc de n dimersicnes © sea que i(r) lo desarrollamcs
en funcion de n vectores.

-~

Debe hacerse notar que la mormalizacion (ha-
cer unitario el vector) no es estrictamente necesaria y 8O-
1o s& efectia para gue el calculo de los coeficientes salga

mas sencillo. _ : . y

ORTOGONAIIDAD DE FUNCICNES ;

Un vector g(r) en el espacio i‘ue deﬂ.nido par

1:s tres cantidades g(1), ¢(2), g(3). Una mmion g(r) que
t¢nga valores reales pa:a i = 1,2 5 csoganentaré un vector ei

& Bupone que escd valoree son cimpocenies del vector,

Sen avcve Ya furcfon g(x) definida para todm
los valores de Jgoenelfalowvaloa € x € b, rara conside-
rar esta funcicn como un vector, lcs camponentes de este con-
cistiren en todan lss coor’e:adss de su graflico en el inter-
v&lo, E1 argumento x Que hn resuplazadc a i tiene tantos valo
“es como puntos hay en el intervalo, de modo que el mimoro de
cozponentes e8 inconteble. luege no es pcaible suwar respecto

4 como lo hicimos respecto a r , sino que debemcs sumar par
mtegracion.

De este modo ol cuadrado de la lorgitud de
la funcion g(x) esta definido pori

L2
N(g) = _ﬁr(xll ax (3)

y el producto escalar de dcs funciones g, y g, port

€y - 8n=/gy(a) g, (x) ax
a
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Las condicidn para que las dce funciones senn ortozanales es
quef

| y %m " 8p" 0
b G Seu(x) g,(x) ax=0 ()
a

Inezcs Un slstema de funcionee g _(x) para
n =12 .,, e8 ortxoual e el intervalo (a, b) &1 se cump 1o
le condicion (4) ocara todo valor m=n para todas las funcio-
nes del sictema.

Para normalizar las funciones del sistema di
vidimos cada funcicn g (x) por la longitud Vi(gn) . As{ obte-
nemos un sdstema de funciones @,(x) paran = 1,2,,., unita-
rio y ortogonal que queda definido por;

Pm . Qn-bm 'R e L
Lo que eacrito de otra forma quedas: '
“w(x) ®@n(x) dx= 0 ol mon
n
b
y ﬁ(z) o,(x) ax = 1 6f m=n
: Veamos algunce e jemplos de funciones unitaries
¥ ortogonalea, Sean las funciones

Queremcs formar un sistema unitario y ortogonAl a dase de
estas funciones .,

Para ver sl 1 eg unitaria hacemos
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fl"’ dx = 2
2 \

no es unitaria, Iuego para normalizarla dividimos por |/;

ﬁ,‘fé—- BCEE

Veamcs shora sl 1 y x son ortogonales:
1

J 1 xdx =0 l.x=0
1 < :
Pero x no es unitaris ya ques

A
ij dx = 2
< 3
luego tendre una funcion unitaria y ortogonal 81 ponemos @

Veamos 81 x° es orotogonal con 1
1

r
{112’_25_#0

no es ortogonal con 1 ., Para x resultag

ﬁ:?.dx-o

2
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Iuego 2 no sdrve ya que solo es ortogonal can
x ynoconl « Punearanos artopned e Suncléa de aegund.ogn
do que Bea or..cg al 60D  ivEs. Sed la iuuclons

ax2+bx+c

Para que sea ortcgonal con 13

ﬁ (a x“+ b x+c) dz-%a+2 c=0

=1
Para gque sea oriqgonal con x}
.1 ¥
]x(a X2+ b x+c) dx =2 p=0
Iuego tenemoss b =0
y a"™wRe
la funcitn serfas c(-3x° + 1)

Sin embargo, esta funcion hay que normalizerla,
Para eso hacemos §

1
(2 (9 x4 - 62+ 1) ax 2c23(2-24+1)
.._}1 5

como debemae tener @ %.1

tenemos § _'/2_
c ":Er—
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Iuego la funcion defiritiva seras
5
['/-‘——* (3% - 1)

o2
y el canjunto de funciones unitarias y ortogonales seras

: L2 [s (322 - 1)

’ ’

2 ;/5 2 Y2
5l 'ra teic fe: eral para cbtanst funciones unita’
rl83 y ortogonales Ju pofLmos reéprecenter ael vigulente modo,
Soun, por ejwplo, lex fi-eloues:e
(’3: ‘.’:’2; 03

definides en el lntervalo .
a<x$b

Supingesc gue queremce obtener un conjunto de
funciones ortogcaales y unltarias del tipo propuesto. Hace-
woe §

1
de modo que:
fl . fl = 1

o 8ea que fl nea unitario,

Inego expresemos f en funcion de @ y £
O Be&; ;
f.=b (@ +c fl)

-

para determinar ¢ y b establecemcs que;

0 se& Que sean ortozonales, luegoj
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2% .fl+c-0
~oude w. Q@5 ,
de C c 2 fl

Fara clculir U esteblecemca la condicion de
que fo vea uniiul.0 O Beay

fe.fe-l

En degulda expresamos f3 en fuccidn de '?5, o
yf1

f’_j = d( ‘?51»3 fa + gfl)

para deveimluar d, e y g hacemos s

f5 . f2 = 0 QB . fe > 9" 0 e = 93 . fe
f3 . fl = 0 Q} . fl + 3 - O s - -ﬁ » f1
para determinar d; i‘, . 5 1

Veamcs un e jemplo de aplicacion de este meto-
do, Sean las funciones

1, (x "3)1 12
2

de{lnides en el intervalo
0L x41

Cueremcs transformarles en un sistema de fun-
clotes aniluria. y artigonales. Iuego en este caso

w . ¢ = 1 L

B&cmoa: fl xay i



1 :
J a2 ledxaazj dx=aC =1
0 o
de donde : R S S

Delinireacs Tp camoi

fo=b(x - é +¢c)
fy y f, deoen ser oriogunnlss o seas

y empleando ias formulss deducldaas anteriommente :

C==08) . fln-j; (x --;; )d.x=-[.....J +.;:|}L

. (6]
lusgo:
cC =

&8 Lol

=0

o=
S—

entoncen f, S (%=
=

. dsoe ber wdceriag

= 1

2 P2 2 . A T

b X = X4.)dx = Db s s =
f t 4 (5+TE z)
o]

de donde; ' b2 = 12
0 Be&; b = 2 ]/ 3
Iuegos f, =2 ]/3(32 % 21-)
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ra-d[r?+ 2 . |5 elx - %hs]

aegﬁ'n vimos anterlomments g

Definirmcs f2 H

el
e--«?,.fe--é‘;/;gxe(x-%)d&= '

o L )

o= -2)fs (G- = B2 =-l{g

para calcular g
_ g.-vj.fl._f:?d;-.l

Por ultimo para calcular 1mpommm la condi-

cion de que f'} se& unltario, O seas

f“ R TR S RSN
e(x2 - x z) '{(2 * 3 -%) dx
T -1
de donde -d-6|/;

Iuego f-j vale

SNOCRYCE R B Y
s = 5(6 ° - 6 x + 1) ;

Iuego el silstema 4e funciones. unitarias y orto-

1, 2|/;(x . .2’:), ;/;(6 22 . §+1)

gonales es}



Vermog otro tipo de funciones. Seang
1’ Cos X, gen X, con 21.’ sen &’.tl

definidas pere ~-n€x'€nw

Voremcs priaero sl sox crtogonsles, Pern ver
sl las funciones cosenos son ortogoneles con 1, hacemosy

- 1
| anqnx d:u%ifenm] =2 gen urr=0
~1r - I
Fare n "1,2;3c|

Tiego 01 ortogonales. Fare ver si les funcio-
nes Aence son ostogousies cun 1 ge tlenesg

m . -
-~

ﬂ
| Jaenuxdx':%f' [coa ux -'% l:coa nmw -cos (-om 3J =0
| -7 - = n 1,2,_-5-0-.

de modo yue tumoién son ortegousless Vemmos rhora las fune
cicnes s"ror 7 cogenoe cutre si. Tre esto cglculemoss

AT 1
Jsen TMX CO8 nX dl--z’-

Ly m+n
1T

[coa (m + n)x..Jf;-p

1 r J |
¢ o Lcos(m-n)x ;
; my, 0 -1,2'5100.
T
ﬁaumxcos nx ux = 0

; =4 ;
Cepsiderennz jas {uncicnes cosencs entre sis

0
rcop Y eoqn:x d.x-][ .__..[aen (m-l-n)x.r
J-ﬂ A r."L-.-a -1
# mmns [bau(u - T, nr}
- 1 8 . -
fcos mx cos mx ax = 0 pere m =210
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Exaninemos les funciones ssnos
w1
}’? gon X sen nx dx = ‘1 [____ [sen(ma. n)x

-
5 -—~_JL- [aen(u - n):JJ

v
faenmxﬂennxdzno para mven
T

locgo toias las funciones son ortogonales y
aolo queda norme i znrles,

Para normali zar 1 hacemos ¢
f"
J 12 ax=2n
-7
Para normalizar los €eno® y comence sabemcs que }

"
_/lcs:s2 mx dx =
-1

o
fsenemx dx =1
-1

,luego &l sistema de funciones unitarias y or-
togonales seras

& )/_2’ ces x senx cos 2x aen_?i .
E /-;; V " Vn’ Vn' V - R .
IECAPEQTLO CON FUNCIONES UNITARIAS

Y Tl G A XA LLS:

—— i ————

51 se nos dé un sistema indefinidd de funcio-
nes unitaries y ortogonales ¢ (x) = n 1,2,3,.... podemos
t=e5er de representar una mncfm e.rbitraria en el interva-
1o foudamental camo una cambinacion linsal de lna fune {ones

n(x) -



v

o e S L S R o s Bl e e ahe L e e

0 seas ? SN
f(x) = o | ’1(1)'* Co 02(1) taseeatCy Qn(x)

(1)

a<s x<)y

’
Esto es una generalizecion de la propiedad que
vimoa ge verific.ita para leg vactoves, E1 lea serics en 18

evuaciin (1 sowrngen 5 81 despucs de sex miltiplicadas por
Cq . TirIader gaT LtegAcrs +6mulpo a térmian cn ol interva-
30 fanismonl (a, 1), des coefic;ex.teu ¢p puecen ser encon-

toedw cumo Be proceulo para el ceso de los vectores.,

Ma1ltlplicando eacalamenta ambos miembros de h
ecuacion (1) ‘tenemos s

- ol ‘?n“ Cl 1 . Qn* 32 ‘?2 .¢=+-o-io+cnvn ovn

s C
- 4. n n

Notege que hemos usado el mismo s{mbolo para de
nominar el térrinc de arden n{ €.) y el slatomé de funciones
w.ltarieas y ariogunales [‘Pn(x) pura n = 1,2,3, ...".J

Ios fPactores cp se lluman "Constantes de Fou-
rier do £(x) corrveaponiientes el siscema unitario y ortcgo-
nal n" y pueden escribirse camos

cn = ff(z) Qn(I) dx < & 1’2p5.| e

a

El desarrollo (1) con estos coaficientea se lla
ma la serle de Fuirisv seneralizada correspondiente a f£(x),
que pedemos ejcriblr cano:

°
£(x) =%cn n(x):? “n(x) _a[f(f) o(¢t) de. {2)
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La relacicn entre f(x) y su desarrollo no serd
slempre una iguelded. Supcgase que tonemos un vector en
tres dims:siones. 51 este vector no esta en el plano de @
¥ 9 no podemos represeantar el vector como una funcidn

cy €(r) + cp 25(r) .

De iguel modo puede euceder pera el caso de la funeidn,
S1 en & féml&} (2) £(x) esa %=C y ortogonal a
todos 1los ‘?n(_:}, todos los terminos del segundo miembro son

cero y por lo tanto el desarrollo no representa & f(x).

: Veamod un ejemplo de desarrollo de une funcidng
Supongase que queremocs desarrollarj

h(x) - 1‘310 (% x + "]él)
en funcion de; ’ o Ly
1 i3 2
7E RSy
en el intervalo - 1 € x €1,

Sea entonces

h(x) -10310(%x + %})-a]ﬁo%gx + a3 %22—(3 X . 1)

Pera calcular los coeficientes multiplicamos
eocalarmente por la funcion correspondliente a cade coefi -

1
N e 1 11
1/;“1'5"1'5 il“@“—é) o

hagm‘ ke X + -12}
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de donde} d::-g ay

‘luego la integral queda, luego de resolverla por partess

/;al-é 1csm 5[0 ouszes
1

|

= 1,1111 - 0,4343 = 0,6768

Veeamos mhora para I/ ae’ '

fg—‘? ’2“‘ *‘gll%vu-ﬁj(ﬂy-mlosy dy

integrando por portes oL tonsenion §
110

. -

2‘2 ﬁ{[(yz ly) log {1

! -2-,‘:;-‘[-10-0,1;3&3 (2% -99):"0rh-°-53

Ca lcu lsmoe /_g a;“ '
/gaa--g(jxa.- 1) ..-h-gﬁ:ixa-l) log y dx
305 2 [l 07 -] s we

10 |
—2—5'{(1‘&2—““?+9h) lg y dy

10
- 0,343 {fi,. 11) ay}
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e integrando por partes obtensmos ;

T N, $
/; BT {[1‘3 ¥( %33 - 22 37+ 94 311 .
1

10
- 0:“3‘43{( %yz - 22 3 + 9k) dy}_
'

e [_3_*‘-000 - 22004940 - 0,343 (bl -
- 1,08 + BhGJ

l/_é az = - 0,0174

De este modo aproximemcs log ( 2 z+.];§ ) en el intervalo:
-l ¢x €1 paor;

loe;(% 2 _1,‘,1) =0,6768 + 0,4258 x - 0,0174 (3 x2 - 1)
= 0,6942 + 0,4258 x - 0,0522 x°

El calculo de a1, 8 y &3 resultd algo compli-

cado debido a que las funciones artogonales que se usaron pé-
ra el desarrollo eran elgo raras.

A contimecidn compararemos los resultados obs-
tenldcs dando a y valoree y caleculando su logaritmo con ta-
bla y con la funcidm.

Para eso dobemce expresar 1 en funcion de
¥+ Haclendo los caleulos y recordando que y.g. ‘% quedas

Log y = 0,1013 + 0,1210 y - 0,002k y2

-
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y déndole valores a y:

Tabla | Desar,
V |lgy |8y
1 | 0,000 | 0,122
2 0,301 | 0,334
3 | 0,477 | O,lL3
4 | 0,602 0,5hhg
5 | 0,699
6 | 0,778 | 0,741
7 | 0,845 | 0,831
8 | 0,903 | 0,916
9 | 0,954 { 0,996
10 | 1,000 | 1,071

Veamos otro ejemplo, Sea la funoion £(x) =
}' 1+ x° que queremcs des@rrcollar en funcion lipeal de §
1,2 3(x-21 632 - 6x+1
/3G-3, 5 ¢ )

en el intervalo 0 £x €1

Tenemos §

V1+12=a1 1+ I/;F2x-.l)+331/;(6:2-61 +1)

Calculemcs los coe fic ientes

8y = f[hx cu[ |/i+_-+1l(x+/l—+_x_l
[}/2+141+/-J 1m2+o,e-rgej

ay = 1,1496
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Calculemos shora:

/3-12-5 j'(lax-l) yl-tIQd!-){ﬁxl/l'rxedx-

l,—

2 f1+

o

1
fl+::2 ax = 1,1469
(o]

sabemos que:

avealuemos §

1 - -
jfe x [/1+x@ ax=2 [(hé’)Jl-?-( /8 -1)
J 3 & ol
luegoi .

5 8«3 [-53-( &< Wi 1,1%9_’ c2(2)f2 - 1) - 3.8
|/; 8y = 0,1993

Calculemcs aj'

|/5a=5 f(6x2-6x+1) 1+ x2 dx

[ fel/l-tx -jjr 14.:2&14-
fyl + X2  dx
Calculando la. 1ntogra.1

f +12 dx




*

ge obtiens; f::2|/ ;-6 ax 0,L193

y reemplazando los valores encontradcé para las otras inte-
grales, se tlenei

/5 a5 = 5[5 0,593 - 2(2 ,/2 - 1)+ 1,469
,/5 ay = 0,1135

Iuego tenemos por fin:
/143® =1,1496 + 0,2993 (2x - 1) +0,11% (6x2 - 6x +1)
1 +x° =1,0638 - 0,282 30,6810 x

! Suporgemos que ahora queremos deserroliar f£(x)
en funcion de:

1 /— cos x eenx co8 ?x. sen 2x
V‘; n V—;T- y-ﬁ— ’/TT- P saane

en el intervalo

- & T & N
wendr{smos :
f(x) = 8, 1 é‘ o cos x . senx cos 2x

+ b2 539_2:

v
para calcular loa coeficien sabemcs Qque ;

_r.l V2
o 2 I
V‘fv_

pero como nos conviene mAs calculmr 8, ponemns:

+ LA AR B

Gla g
k-r.%—é'@fﬂx)u
i - )
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g de igual modog

51 1 ™

= - — [f(x) cos x dx :
o h

by 1

= f(x) sen x dx

|f 1 1 -7
de igual modo se puede calcular el reato de los coeficientes,
En cap{tulo aparte se vioc que esta serie da origen a las 1lla
madas Serles de Fouriler, :

S1 les funciones @, (x) paran = 1,2,3,..,. 8@
ortogonalss ¥ no unitariss, los coeficlentes del desarrollos

f(x) =cy; 93(x) +cp Tp(x) + veestcy Pu(x)

estan dados pors
L]

£(x) . '?n(x) -a, ?u(x) . @ (3)

e o 2lx) . Pulx)

n
qniX’ . (?nix)

AFROXIMACION EN EL DESARROLLO CON FUNCIONES
UNITARIAS Y ORTQGONALES;

Supongase que Kg(x) represente una combinacidn
lineal finita de m funciones de un sistema ‘unitario y ortosa-
nal ¢ (x) &n'=1,2,3, .... ¥ definido enrcl intervalo v

2 €x<b.

luegos s
Km(xJ'hl @1(1) +hy Ca(x) + cesanthy qm(x) (1)

Trataremos de encontrar los valores de las cos
tantes hp de modo que (1) representé la mejor aproximacion de
una funcion dada f(x), o sea queremcs que:
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f ['f(x) o % (x) _’ dx (2)

gea minimo (principio de las cuadradcs minlmoa).

Caleulemes el minimo de (2). Derivando respec-
toa (ye que estas scn las veriables) tenemos s
hy, (¥

. f ba ,.r!x} a Km(x)] o (x) ax
S b

~ b = -
Im- - P [}rr(z) qm(x) ax - h. !

£}

[
ya ques fK (x) o (x) ax = Km(x) . @ (I) = hy
£1 minimo esta dado pors

i Rl TN i 3
o0y 2 bo Ay
4]
o sea} big =jﬁ’(1) ‘!'n(x) dx
bt |

que o8 l1a misme exprecidn que obtuvimos para las constantes
de¢ Fouriler

b
e = _f (x) eq(x) ax
a

Por lo tanto les constantes de Fourier de una

funcion £(x) desarrollada en'série de funciones unitarias y
son aguellos coeficlen-

m%ﬂnﬁleﬂ Ql, Qd, 03, -s .--. qn
tes para lee cusles la c-mbinscidn lineal K (x) de esas fun
ciones representa la me jor aproucimacion a mf(x) en el inter-

valo {a, b).
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El error de K;(x) estd definido pors

.

&3 ﬁg (x) dx :

; s e . -
stendos 5a(x) = 2(x) - Ky(x) R

o sea que (2) lo podemos escribir como :

b
.;m-[si (I) dx

o blen; 5
I= s (b - 2)

de donds s In
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FUNCIONES DE
VARIABLE COMPLEJA
Fetudiaremos en este capftulo algunos elémen-
tos ds la Teorfu de las Rinciones de Varisble Complo ja.
Rerordaremos para este efecto, algunes prople-
dedos fundamentalze de loe 0.6 T8 canp‘e,]oa, gue ‘.noe seran

de utilidad en el desurrulio de este capitulo.

MMIRX COFILJCS:  Sea el mumero complejos

. e ————

re Y 4+ 1y (1)
Deﬁ.nilmos:‘ ;
. Farte real de 2 =he 2 =x
Parte imaz . de z =Tm z =y
de modo yue s z=Re z +1 Im 2 (forma aditiva)
Calbenws ques IZ- | - ',’;ra + e

arg.z = ore t.gr‘—x'
Tampién podemos expressar z en la formas

z =fces 8 + 186n 8) = .peei (2)

slendo; D=z =5 432

. SI'E_Z'
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o sea; z-, z I ol arg = | ( forma mltz.:'
= plicltiva) -

De igual medo el cample jo conjugado ds z sera;
* =x - iy = pe- 81

y ee obtiene de las formlaa (1) y (2) menpluando 1 por
{- 1). Pcdemcs poner tembior

?® =R, z-4Inz
z’:'zl el arg z -

De la defiricion de 2y 7% ee deducen los si-
gulertcs relaclorsc

2 4+2=2 R 2 ' -
z - 2 =21 Im 2

22% = 72

z £1 arz =
- =
L .

WGARES GIQUMLTRICGS L NUMIROS CQUE

—

et

1) S1 tencmre dos rumerce camplejos z; y zp,8€
ticne que su distancla es:

. |wen :
e ;
"b/ Yy ¥ el angulo que forma la recta g
,‘"Lf‘ - % {3 1
//‘"/aﬂ %2 zp con el eje es;
o'ﬁ
] ¥ a=amg (2 - z3) ’



il g

2) Si tenemos la relacidn;

'z—aln b

~

e3ta es la ecuccion d¢ una

circunferencia de centro a L —

-y redic b.

z) De igual modo la rela -
cilomg : /

""d-cw;."". ! A /
o

il
réx:nauntn la couacidn del ! - TR ST WIPSFEEARN =
circulo de Apolonio.

g2 ¢ = 1 el Ciiculo @ Apolonioc se transroma

en la recta simstral de’ trazo gh

’iz—u|=‘5-bi

- ; z g
i s/ R
o tenhion J - NS
: g / \ =

( N ; .__'1_ N

e o g AN S b
‘ z2 ~-b | i \ ¥ /
.\\ )
4) e relacins R Gl
Z - 4 - cte |
as= urg m w ¢ =C :
|
H ¥ s et o s

representa L arco capuz ' b
del argulo. |
|

5) la ecuacion de una elip-
ge de focos a y b seras
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'z-a|+,z-h' -c

6) 12 ecuacidn de una parabo-
la de foco &, serat

= Ha w

lz-a

7) 81 un vectar reprasfentativo
de un numero cauple jo se quis
re girar en 1; se le suma

' Al
el argunenio ds B?Ei' percs

z 5“4 - ",
¢~ =cmwmtlieen g~
2/ o sew que para girar vn cam-

‘a s plejo en g . basta wulti-
& plicarlo por 1. Fara estos

fooe ces 6 rorviene recorder la
- rd

“x~ relaciou’

=1

-

Se tiens tambidn:

i / eni =commr+l egen =~ 1

32“1 =cos 2m+l sen2m= 1
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'En el plano couple jo tembién podemos represen-
tar las curves por ecuaciones parameétricas,

haf 1a ecuscidu de la recta seria:l
e =48 + bt
giendo t rTeal, y la de la circunferencia;
Z2 =a+rer
silendo la ecuacion de )a circunferencia central y unitarie;

7= gl | zl =

FINCICMES DU VIRIABIR COMPIEJA:

S1 tenemcs - v = f(z)
siendo t = x + 1y
se tendia: vaulx, y) + 1 w(x, y)

0 8U8 quUe W ednberl{a reprecentarsec sr rn plemo de cuatre
aiuess lones . Eu vez dv eso hacewos is represeitucion en dos
rlencs; el planc z y 21 plano w.

asi, por e jeuplo, & la curva (1) del planoc z
romegm".erfa una curva (1) del rlano w; y a una El‘ldel
piluere, una | 1‘ del ecpundo.

(Ver fpura en la pég . aiguiente)

" Veremos algunocs ejemplos de esta representa~-
cion, _
!

1) w =z +8 (a canplejo)

-

T AES DY



s Planpg & _ ;’;v‘ __Pl_an_ow
(1) (2) (3)(4) i, ACSRENIEN S
i b i \ |
! iff _i u__,/.__,_ o ’ ‘l \ i
SRR R e
R o e T _f._._-'r__.{-i—m
T T
P |
] |
xé I u

Se produce aolo una trauslacion, es decir la il
gura en el plano x eata aonln trasladade con reapecto a la del
plaro z. Par lo tento lag figuras son congrueatas.,

2) v = o . (a real)

En este caso las figures de v estéu gilrades
en ur r:n,;uln a resyecto & las figures del plano z. O sea exis
te rotacidn, yu que €81 T e8 un operudur rotacioual.

3) w=n z (m rcal)

les figuras son homoteticas en la razén 1 § m,

L) v=c z+ds (1)

slendo c y d ccaplojos
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| c | pwodnce hemotocie; el 8Xg ¢ | 406 4 d produce trasla-
cidn.

Tuego es cluilifid (comserva loe fingulos). E1
centro de similiiud se carscteriza por tresfomame en si
mismo, a8

W = 75
En= 8 %y + & (2)

For lo tartng W wg ® d

81 restamocs (1) y (2) teuewos: )
W - Mg ™ c(L - zo)
5) Veemos ctro ejemplo, Ceng |

z“

& W o=
| | =I

para 2 = C; w ndo exiote; o sea ol origen nco tlune punto go-

1responuicnte .

Tampoco hey un valor Go z que produzca w =0,
Creawmos un punto z = @ y uno W =mo tal que sea

=1 H 33'-
D = 3 0 o

,Formemos unu taola de valores de la funcidn y
hagamos un grafico,



]
o sen se roduce una invexi’n de las dirtapcias; seoria una
| inversiin goamstrica sl Yo argument.s quuddalal iguales Je-
TO por otra partes

arg W =- 2Ig z =

tm proiuce Adomas vra a*mtr'fa (3e conszrvan loe ar.;ulcs) Jue
80 el total us imersilo co. ciuetric;

1

&
f a2 } AI_'; J_
= |
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S1 dibujamos en el plano z una circunferencia
de radio |z L- 1 en el plano w corresponde una circunferen-
cila de radlo 1, 51 dibujemos en el plano z, una circunferen-
gjl.; de radio | z|-2, en el w corresponde una de radio W= 5

S1 dibu jamocs en el plano z una semi-recta de
mg 2z = 0 corresponde en w una semi - recta de arg w=0, 31
didbujamos en z una de arg z = ' en el W corresponde una se-
mi-recte de erg w=-g, e 2

6) Veamos 1a funcidn:

red z24D
e e (1)

Trons formorowce este expresion;

aAc g+th o acr+bec+ad-. ad

weT (e z+ d) - (c 2z+4)

w:-x(c g+d)+bc-ad &, bp¢- 8- 4d

-

clc z + d) ¢ ‘clce +» &)

ad-bec i {

CE Z+-i-
c

Pura estudler las iransformaclounes que se pro-
duce, iremce estudiandolas una por una. Empscemos por el de-
naulnador.

W

al

d
Sea; Pam L ==
3 c

a_agﬁu vimos en este csso, se pruducie traslacidu.

1
"2"'_“;;;

en este caso se produc{a inversicn simeétrica :

/



. que vimos que era la expmsic'n dei clmlo de Apclonio,.

- au-

:r_ad-‘be

pe produca en e¢ste caso hmoteéin con giro, Por ﬁltmo

Vo= l}ta

c

produce uevenents trasl&cion. Luego on totel se producestrss
lacidn, inyersidn aimatricu, hauowcle con girv ) traslacico,

Iuego se conrervan los areniles .

Do (1) podemes depejer z3

wz z+ddecwizedvwe azsd

Ae cdord=s} e !‘d ¥ -Db
ST W L

See la clrcurfercncia |z - u | =1, ed el plamd

Z.

Bat d*ercme que figZura procuce en el plano w,

Reemnvlazando ¢ por su valor, la axpreaionl z - m'-

=1 pe trinsfaorme on;

4 ¥ ~-.Dbl

8 WAl T
P.-_..“_.t—% =0
~ W +a

: |u+g|
'E TR T

0 sea gue una circunferencia del plenc z se

.
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trensforma en una circunferencia del planow, Sin  .embar-
g0 debemos recordar que el C{reulo de Apolonio se transfor-
na a veces en recta, Iuego una circunferencia del plenc 2

puede ser eventualmente une recta en el plano W y vice-versa,

Parz aeber 61 una lurgen de clrcunferencia es
uné recta, debemos eaiudiar sl esta contiene el punto @

Veamos 1l imsagen que

2y +1
ol ay
produce de la circunferencia
l z +2 I =3 para z =1
ge tiane oo

yero z=1 es un mnto d9 la civunforencla, puea:
Ligta.

hiego la imugen e3 rocta; para determinar esta recté necesi-
tawos dos puntos s

pura z = -5

para ze=-2 + 31

ek, = Buwgis. 3 -3
e _l_m— 6- 2

con lo cual quede determinada Ja recta.

N &

¥V =

Supong amos que en la expmiéns

-8 z+b

‘ ——
c z+d
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a una recta en el plano gz, carraapanda una recta en el plano
v . 3ean r y 8 estas rectas, E11jarbe dos puntce simdtricos
2y z'. Sea w el punto correspondiente a z . Queremos saber

que punto corresponde a z“, b

Piano B Plano w

. 8\
e r
o TR el s .
B iy, ¢ il v
-7 = ‘-‘“;.’ Hy L
fef e 4 \-\'.‘\ // i
/!

g
_ :

Todas las circunfereneias gue pasuan por & y

7! cortan perpendicularmente a r, Como les circunferenciss
del plann z se “trarsformar cn circunferen*iaa er €l planoc W,

€8 L0 wismo debe regir en este 4 ltimo plano, puesto que loa
angudos se conservan.

Iuego w' es8 aimetrico de w respecto a 8, U
sen a peres de puntos simétricce correeponden pares de pun-

tua glmétricos .

51 no se trata de rectes, 8ino -de circunfe~
rencias, verema3  lo gue sucede,
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,Pianoz ;

B Sean dados 7z, z' y V. Se qulere saber que pun-
to corresponde a z', siondo z y 2' yuntos Blmetricos con
respecto a la cimunreroncia 0 se& son puntes amédniccs. la
circunfernncia de dimetro :.gual a su distancla es el C{rcnlo
de Apolonlo. Su diametro, seg,un un teorema de Folos y Pola-
res e8¢

las circunferencias que pasan por z y z' 8Se
traos formaran en circunferencias en el plano ¥ y entonces
w serael inverso de w (puntos amoniccs)

(ueremcs trarsfcrmar la circurferencia lzf=1
en la circunferencias || =1 por medio de una de las fun-
_ciones

-az+b
L.d c z + d

Hagemos que & w=0 corresporda z = z, enton-
ces W =0 corresponders a z'?’" (segun el parrafo vis-

to anteriormente).
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Podemos poner; £+ 2
a a
w-
d 1.8 )
z:b = z g
pnraw-O ""a’ O
vV = 2 A o .
Hog amos E,,
Entonces w quedas
Z = =z
w=q 9
- 2%
o
para z = 1 v is Bt
;
o
L e )
= = | . =
| wf =1 nl-»———:-*_z| @]
(o]
y& que l- 2o -1
Pt v,
o
luego |q|-1

For lo tento la eCneEc'm de transformacisn de
circunferencia en clrcunfercncia ee:

zZ - 2o
e 4= 78 Biendolq l'l

como e ves
para z =0 Ve- 92,



-

- m-
1.
=y L _!..
. b '
" (o]
-
Ia ecuacion de la circunferencia la podemos e
eribir comos ~
1- 2z,
w=1q
. ey z-
7) Veamos la funcion: AL
v £
anbomos que s t=|z |el 2B 3
y “z!wleinrgw
luegos Iv'ei ?g'-g-lzla g2l arg =
de donde |w | =]
¥ Qg v =2 arg z

Hegamos la represertacicn en lcs plencs z y W.

(Ver fig. en la pag. siguiente)

A un arco de circunferencia de radio |:' I—l
correspunde un arco de circunferspcia de rodicjw|=1, &4 un
arco ds eirevnferencia de rediolz |y =1 corresponde un ar-

co de circunferencia de radio l wl: I::.

A la pemi-recta del plcno z correapindiente &
an z= O corrveponde una gemi-iecta de axg w = O, Para un
arg ?--—rn- corresponde un arg v = ._.g__ . 0 gez a lu figura

achurada del planc z corresporde la del plauo w.



(2) (1)

Aunaz‘gz-_;_ correeponde un arg w=r, 0

868 que los Ergulca rectos se conservan,menos ef el origen
en gque se duplican,

8) Estudiemcs la funcions

w = 9%

T =X & 1y

s8e tiene: v-[\r ' ol &rg Va X iy
de donde [w|=e"
y arg v=y

Hegemos le representacicn de esta funcidn en

1c8 dos planos,



A la‘'ricta x = 0 de) plany z le corresponde
una circunforsueia | w | =1 del plano w, A 'lu recta x =1, una
cimunfereucii le =¢ y A la recta X = - 1, una cimunfe-
rencis | w -2

o A la recte y =0 le corresprnie la semi.-rec-
ta Ll | del plaio w, A Ju_____ lo corresponde LE_,'; ya
¥y =1u le corresponde Lj_] <

0 sea €1 Acea achurada del planc z le corres -
ponde el area achurada del plano w,

FUNCIONES ANALITICAS g

Son aquelles funciones de'variuble compleja que
. besesn derivadas en toda una :mgion Se les 11ama. tamlLien re-
gulares, moncgsnicas y hdlomorfas .

Sea v una funcion de z, definida por medio de
la scuacién:
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v = £(z2)

que exigimos que sea derivable en una clerta regifm del plano,

Definimos su derivada como;
+{n Ay LSk f(z+ Ar) - £(7)

B

An—0 L2 LL =0 2

Lstudiaremos algunce tipos de funciones y exa-
mineremss el Bon o 1o darivadblee,

Sea por ejemplo §

de dondes AV oo ks

Az
o Bea; wi'=2 ¢

Wsto mestra que 18 funcidn f(z) = 7 es derivable y por 1o

tente enulitica,

Podemcs decir que 1lrs potencies de varleble cum
vle Ja ticnen su derivada idintica u les poteuciss de varieble
real,

Corslderemos ahora la fune 161”

W= KRe z
w+ AW =Re (z+ Oz2) =Fe 2 +l0 Az .
AV =Re pz=AX
Entonces ;
AY Ax
“h
Az AX+ 1 Ay



Ahora para hacer que Ay 5 o OB acercare - '

~mée primero paralelemente al eje de las X, con lo cual Ay =
0, Nca quedat

s ]{.m" .é.! =1
LZ—0 A%

81 nos acercemcs en sezuida paralelamente al
eje de lus Y, tenlionacr AXx = 0 y con esto

1 A% .0

y Z
T30 e

Obcerancs ert mces que la cion #(z) = Re 2,
puede teusr duws derlvadas diferentes, segun el mudo en que 2
tisndo a cevo.

Decimos por tanto que la funcion f(z) = Be z no
s deriveble - »oT e~to no apniltice,

CONJTULOW DR 1ERTIAR.TeTAD?

Antes du deducir eaiss conuicioues, haremcs al_
gunas corriderscioncs s8opre el conceplo de limite eun el cam-
PO cony w Jo.

P —

™
- P
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En el campo real, se afirma que la funcén (x)
tiene un li'mita unico , cuando x — x,, 81 se verifica la so
la condlcion;

f(xo +0) = f(xo - 0)

En el campo camplejo, en camblo, la variable z
puede acercarse a z_ de infinites manerus, e imponemos la can
dicidn de que todoe los 1fmites que asi se obtergan sean igus
les . En particular exigimce gquée sean iguales aguellas gue co-
prespondan a un acercamiento horizontal ( oz real)y & uno

verticel, ( Az imsginaric).

Deduciremos shora l& condicion necesaria de de-

fea la funcidn:

siendo u = u(x, y) v = v(x, y
Evidentomsrites AW s An +1AvY
Az AX + 1 AY °
Cuando LAY = 0
Angui-iA"nbu*_i bv
AZ AX LT L X
y sl Ax — 0
Aw 5
ne du L ?z
Az ax ax
Ahora, si Ax = 0
A\I-Au+1Av_Av-_1lAu.
1Ay AY Ay

=N+l %

Az

(1)
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]

y al hacer ques Ay — O

CAw av ,2u

A dy toy (2)

Como los 1{mites (1) y (23 deben ser iguales, =
debe verificarse;

B E 0 Bu g0
o X ¢x a8y ay

€ f_ugualc.n&o partes real e imaginaria,

du _ By lf

9X "8y |

X
Estes ecuacioues epresenten le condicidn ne-
cegarie y tgmbion suficlerte, gogun pod::{a demcstrarse, para
que la funclion:

du__9v
oy 20X

o

W =u+1 ¥

gea analiticsa, es dodir norea una deviveda upica, %llss  se
conocen con el nwhrs Ao “ecuamciores de Cauchy-Riemaun".

Derivando vavcialmente estar ecusciocnes suce-
givaments con racpacte a los veificles X e y, obtonsmoss

2% a2y 9% u 2%y
e (3) o e (1)
ax- 9%XaY ' dXay a x<
2
-i?..*. = _"’ii (5) 62 R o (6)
dxiy  ay° a2 Iy

y combinando las ecuaciomos (3} y (6), y del mismo modo las
ecuacicnes (4) y (5), ee obtiens:

22 yu 22y 32 32 g
0 + 7y
2 3 x° ay
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que pe pueden escribir JI: la formas
V2 a= 0 V2 TR

Estas ecuacignes, se conocen con el nombre de
ecuaciones de Laplace. (V“ operador Laplaciano),

Estudlemos ahore algunce tipos especlales de

funciones
1) Seas ue=eXcomy v = ¢* geny
ou_ _x . ¥ _ %
Sz tienes 35~0 °08.3; 3y € co8 ¥y
J ..a_._- - ﬂx Een .Y; _‘-‘LY. = ex gen y
ad 2Xx

Como estas funciones satisfacen lus jecuaciones
de Cauchy-Riemann, dsducimocs que existe una funcion de vaﬂa
bua campls ja diferencicble, defirida por la ecvacinns

v=u+1 v=eX(cosy +1seny) - g XY

que se escribet x oF

Cowo sabewos que esta funcion es analitica,cal-
culemos su derivada. Escribamos:

d e* _ 3 (e* eiy)

dz x

ya que es lfcito acercarse en cualguiera direccicns

Efectuando la derivacion parcial con respecto
a x, se encuentrag
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- Gx.aiy-uz

- Resumiendo, si tenemoe la funcidng

we=eoel

‘encontramos que su derivada vals:

dw
Iz = oF

lo que muestra que eata funcion se deriva 1de'ntlcamanu a la
funcion exponencial de variable real,

2) 81 se quiere ahora que la funcion:

u=x f(y)

g~a ana){tica, -ede escribirse que ella satisface la ecua-

’ -
ciou de laplacae;

pero notando que $

8¢ deduce ques

u
6:{_?

=0
aye

L
Jx

s

=0

d

2.

<
[ =

=0

w |
o

J

10 que asegure que la funciin u, debe ser de la fomaj

u-x(ﬂ.y+ b)

Debe determlinar ahora la funcidn v, para lo
cual aplicamos las ecuaclones de Ceauchy-Riemanns
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9y du dvy du
— I — ; — - —
oy 2x X 9
Reemplazando en ellas los valores de _o._",.t. y de _"...g-
obtiene ¢ ; '
ev v
-‘:;—— = ay+bhb 3= LI SR -

Integ rando ea.tas ecuaclones, se encuentras

¥= -;-y2+hy+h(x)
v-.-;xzq- B(y)

Comparendo embes soluciones, se obtiene}

d:ﬁ(x)= -:.xei'cl
BG)= 2"+ by +Cp

con lo cual la soluciin {1ndl ess
v .%(32-12)4-1)3'4-0
En seguida, considerando ques
o i AR
deducimos que §
v-x(ay-rb)-a-%}- (y° - x2) +1 1.y B4
que pueds Cscribiraes

V:.E..g_’; (x2+211y-y2)+b(x+1y)+01



o seaf w m-.&,‘,} 2+b z+C 4 .

3) l‘amdiemca en segulda la derivade del logaritmo complejof E

S1 tenemoss v =log z
podenocs escribir; z = ¥
y como s&bemos que; %—%’ -
deducimos que s 3. gk Sy
d oV z
: .
o Beaj ‘_i.-(_l'.ﬁ._zl -l
: z

Ya que hablamcs de logaritmo complsjo, daremos
a éste vne BXp*‘e“i‘\n mas conveniente:

51 tensmos;

we=log 2

escribimos como anteriormente

z eV = eu+iv

Por otra parte, todo complejo z, meds pouer-
ge cn la formej

¢ ,,' ¥ | el arg 2
y camparando esta ecuacion con la anteriors

'au.ei"-lzlaiam"
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de donde resulta; e x |z
Vv marg z
Reemplazando los valores de u y v en la ecua-
ciong . ;
W Al R
cbtenemcs

lag z=1nizl+ i(axg z + 2 7 n)

Esta ecuacion noe muestra que cada nimsro tie-
ne infinitcs lognritmos ,Demoe a z el valor - 1 y obtenemos

es{y
lg (-l)=ml + 2nn 1

INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIABIE COMPIEJA$

—_— e —

Hemce tratado en el parrafo precedente la deri-
vacion de fuucicnce de variedble comple ja; eftudiaremos ahora
g1 integracion. e

Coneideremos la intsgral curvilineas
I -j (p dx+q dy)

& lo largo de la curva definida por la ecuacicn f(x, y) =0,
y elendo;
p =p(x, y) q =q(x, y)

Hemos eestudiedo que 81 se verifica la condicion:

ep

< a
d

J

e

el valor de la integral, resulta ,<independientemente del ca-
mino a lo largo del cual se efectua la 1nteg;'acion.
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Apliquemos este concepto a lag furcioneg de
variasble camplsja.

8i disponemos de una cierts ~funcidm; -

£(z)=u + vy, podemos definir le Operacidm de integracidm
por medinde la ecuascion:

Pl an'wile Sks) as
- AT —3 0

o tembién;
{f('r.) dz =1fm Z(@u +v i)(ax + 14Ay)

AX—30

AYy—0

=1;r(u+vi) (d:; +1dy)
c

Yegarrcllando se obtibne:

- -
_;'f(")d'=5(“dx“ﬂy)+i f(udyswrdx)
c c C

pero segin les férwles do Ceuchy- Riemann, se verifices

r‘.'u= - 0 8u i a"r,v
2y &x X oy

1o que muestra Que la integrel campleje resulte independien-
te del canino,

Lusgo:

. _}'f(z) dz = ff(z) dz
A At

Esta condicidn se verifica siempre que entre
log circuitos congideradog no existe nimguns singularided
de 1la funcion £(z).
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En tcdo d.rcuito cerrado, que excluya puntos
siiguiares de la fuucida £(z), se verifica por tanto:

]

r“(z) dz=0 Tecrema de Ceuchy

Qe

‘Observemon un ejemplos

i 3 _
oas. I.:./'zm 4 y = lutegral a lo laygo de una circunferen-

cla de radio r.

Escribimos g =7 519

dzeri e1®ap <1z ae
la integral queda con esta transformacion:

an
1- g Ll
(4]

2
(m+1)ie |27  m+d

o sea; I1=1 & ol o
(m+1)1 5 m+l A NS

$im=-1 =

(para m o= - 1)
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2y !
I-»Jde-'eﬂi
o

o sea; j._.=2ﬂ1=}‘=0

lo que no debe sorprenderacs ye que z -0 €8 un punto gin-
gular,

Generallzando eata propiedad, podemce escribn‘,
caubiendo z por (z - a)s

Qup=er
f——z e 2w
../“‘\}
st
P
Ia sligularided se produce shora pera z=a, y

81 este punto queda comprendido en el circuito de integra-
c16n, ruestra intogral vale sagun 1o viatos 2 m 1

81 z = a queda excluido del circuito, se verificea:

by Z

"a .I"v

Lgtaa propi aua&es pweden hacerse extensivas a

la integracion de funciones a lo largo de curvas cualesquie-
ra, cano lo versmecs en segulda.

Becribamos ; [

f A-B f . l
Beaumiando:

oAy Cuando 2 eata:. fuera del eclrculto
’?J_'r'f ' z- a. 1 Cuando 8 esta adentro. |

:
2 ]




© bien lo podemos poners

1
By

d z ;n

gisnle L ¢l nitero do vueltas en torno de as

Kisrplcs

. trienruler:

Calcular la interral, a lo larze del contcrno

- dz

PN - 7
‘r/ 3:. < e X
Observemos que el denomina-
dor se Boula parag

& 20
Z,é--z_'

0 83a ¢l contorno triangular
incluye en eate caso una 8in-
guleridad de la funcion sub-
iutegrul. La integral es en-
tonces diferente de cero;
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calcularemos su valor, escrihiendos

f_z_}..é."_{dz-..f__.é___dz- %fdz

(z- %-

La ecgundn integral es ml& ya que su funcidn
subintegral no tloue singularidad alguna en el circuito que
considersmos . Queda por tanto*

r
Jol-2 gg e 1:-1, zni= 20(141)
3z -2 - 1 9 9

FOPMIIAS INTEGRATES DE CANCHY §

51 deseamos celcular la integral:
e (D

R, f;-_—é dz

Aol
siendo £(z) una funcion regular, podemos poners

£(z) = fla) + £{z) - f(a)
cor. lo cual 1& integral quedas
> - L |
ij_dz-f(ru = +ff}-fa dz

i /’) ;"

1 a 5
¢ a‘,./
La pr’:.r:es.'r'. i_n-‘er*:rﬂ, smg*u: patenos vales 2 w 1
y 81 llanamos I a la seguunls, podomos escriils qued

_ff_z) = f’,ﬁ) - f'(a)|<e
L - & .

cuando © es pequedo, e integrando a lo largo de la circun-
ferencia de raiio & , obtentmoss



F:-I‘_I.. R Ladild ¥ _TYe T A= T P LT T

, I -J’rt'(n) d;slc:s -2mn )

peros fr'(a) dz =1'(a) j’ dz = 0
o sed; I-0|c2mbde

que tilende hecla cero cuendo © tiende hacia cero; por esto,
tampien I tleude hacla cero, con lo cual muestra integral L

quedaj
f._(_}. dz = 2m 1 £(a)
Z - A :
(_,,
Diferenciando esta ocuacion con respecto a a obtensmoss
!!j_.a:l_,.dzueni £ (a) A
z -8)c

2._. f( £z) 2 =2mt " (a)

z - &)
f.
;f_J_zH dz=2mi ¢ w) (a)
(2 &)

que 86 conocen con el nombre de form las integrales de Cauchy.

DESARROILO T TAYIORS

Sea £(t) una funcidn an.?-l{t.ica en una cinrt.a ®
gion. Supongemos §
<

't-a g -8

y Beag .
e
qz-n |q|<1




Segun les relaciones estudit;daﬂ, se tlene:

= 1 f 23 f()
gty [l wa dy [t e
f‘ 'f'(\ d. =
Horsatl P oI >

1 f 7) i
=1 7%.&(1*-?&0 +q”2+.,.) @Q

gue 89 puede escrihir?
I

® n
1 b3 g s
A e B0 8 o ( b ae

2 i g a” (g A
» e
3 i = . \n t(z) dz
#8) = =510 (t,_-a; -‘1 (z - a)2* %

y gegun las 1omwlas integrales de Cauchy, deducidss en el
parrafo snterdors

w (n)
(9. 2, L0 -0

que expresa sl desarrollo de Taylor para la fur}uén £(t).



INTEGRACION IE FRACCIONES AIGEBRAICAS,
POR MEDIO DE VIARIAPIR COMPIRGA. s

Deduciremos una formuls que nos permita calcu-
lar integrales de la foimaj

o

en que P(x} y Q(x), son polizzaios de grados m y b, respecti-
vemente .

Ko es posible, desds Dicgo, que m > n, pues
%%—3— no tenderis acero cuando X —>: @

Tampoco zuede sern m 1 pues o tel caso se

tendria::
S DL S 5% § i T
Q()’) by Im"'l-i- bl’.‘.pl y S
0 8ea x P(I = Gt 8- 1 x--l + wuh

Q X Tm‘}-m_l x'l £

expresion que tender{a hacia el valor %’E cuando x —t @

Bsto significarfa que gg} se portaerfa para valores gran-
des de x, camo la funcion )

y la integral;
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Sed pues, n 2 m+ 2 lo que garantiza la conver-
gencia, slempre que Q(x) no se amle para valores reales de
la variable x.

asi Q(Jr) tendra solo rafces cample jas ; sabemos
que 81 una ecaacion rcal, edmite como rafz un mimero comple-
Jo, aduite tawhiou su C oM jugado , De a8 tas comidurdcionea, se
deduce que el grado de Q/x) debera ser un mmero DpaT.

Scen: zy 2p... 7k las rafces de la ecuaciins

az) =0

que estén eu ol semi-plano superlor, .es decir aguellas cuya
parte ims-ineria es positiva.

Avaluendas i

Para ésto,hagarcs

Fara calcular In’ integremos a lo largo de las

Curves que indicamcs en ol grafico, de modo que dentro de
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cada una de les zones determinedns por ostes cnrves, queda
una siogulerided de la intcgral. (Rafces de Q(z) = 0).

Iuego:

; ,
E(z) =f T of B2 aq. .
Ir‘ -pr—E—:-)— dz 'L(l_q—i_:-‘%- dz J({B—:;E_z]. d “en

R o
4: +f - dz 'Ir g (2)
' Cx c
Celculemos primeremente la integral & lo lar-

go de la semi-circunferencia (C):;

| pseribimos :

/
/



165 LA, L o 1A zm-naq..:.'

Q(?‘J bnz * e = LA

v bn"‘ e

P(z) & 1 k'
(z) i

Qlz) b, p D lz'rz

ya que ¢l uwinimo valor de n - m es 2, ¥y camos | z| =p

F(z)
Q(z)
Integrando & lo lamgo de (C), se obtiene:
bit) -1 1
I .‘.L) [ < . L »TTp = k
ldc Wl 4) 2 9.
ALora bilen 8l hucumos que p-~- @ , tendrewos que
4
(-
| i .‘_\ 2 dzi-ao
| 4 &
Cc

Debemws calcular por ultimos

Pz)

A @

( z) .
Ck

para lo cual escriblmoe;

fP_%!%_ dz:ff(:;} o (2 - 2) : dz
QL z : Q(z) Z - 2k
Ck

Ck




Anera "h'-i'en,-h fruceldn § - e RIS

N i P(z) . (2 - =) ' i '
‘ L R R
puede escrivirse; Pi r.; 4y
s - <148
S z
- A ' |ﬁ
y teniendo sp cuepte que cuendo z — 7, b
Wz) _ alz) - o7 R ek o
S ol .
' o e
ss deduce que} g tﬂ
~ 4 1t i
£ RO A7 e By yrg!%_ ‘ﬂ'
i "ﬁ = -r(—
leu- Gie 1l :

Dando & k ios valores; k =1, 2, ,,, y mhq
zando en el velor de I , Ohtanemos f*nalmnntes

50 R Y T B 1 Pczk)'J
j -{-'5 dz=2mn 1'_7’?-("—11- —,Tz—aj'}... Ty _"‘-‘I

Este resultedo es de mcha utilifed er el cal:d-g..
15 3¢ integrales defirdidac, En el a.up..t...tm corresponaiente o '“-
uBbs waleris, naremos una apidcucion de esva formuila, e

REFEFSCNT/CION CONPORME ; ' ‘ .' |

Saaf %:. A .

y suporgamcs; _g_ #0

.

para que el ér_:gulo a q,ﬁoda deterninadc,




) ’Euimzda que t

‘puntos del nzm cwhw 2; 2z '_.

: M‘ﬁﬂl “1 n}]ﬂﬂ

8w
g =hel® s =
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Asimismo se verfica que # AW
[ sw| = Aoz (3)
¥y ; arg dw =a+arg O z (L)

dividiendo miembro & miembro (1) y (3) se obtienes

lgw| _13dz!

L o ¥ l Y |
(seme jeaza iufinltesimel. Reprscentaci’n conforme).
Restando (3) de (2)1 .
arg d w - amg Lw=arg d z - amg & 2

Isto es lo que se lluma represeatacion isggo-
nel,

0 sed flguras infinltesluales en el pleno z y
w son semejantee y los angules se conservan siempre gue

dw_
T 70

Ejemplos:

1) Ia funeidn w = 7e

,
constituye une represontacion ceafoimms fuera del punto z=0
con su imagen w= 0 ya que vimos cus su derivada eras

w'=22
que es dlstinta de cecro para z % 0,
2) Ia funcion

<8 2+h

L
cz-l-ﬁ



) ﬂ‘ una mpmabntac:.m aanrm de todci el plano z sm
do el pleno v, :

0 i
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