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P.ROLOGO 

"1 dec;.ct·': Jf'VJ a. o~enar e::1 P.St<. vc-'h.::nun he di
V~"r.Jeq mr tt-r'tes O' e el f' 'C r f:•, ._:l':r~ou uTUlld lvt hr:.r. deSt:. -

"t < , 
rr"'l-t.i , f. tr ... 'livS ue l • ~"e: un au~ ha diC'tad > su Catedra 
t..-1! ~ 13 1'13Cut.lb.P tie Jn..["v.io:--'la ·-~ le." 1Jrci\'orc i<.uJe..; de Chi 'e y 
r;f't"'~lh!l ~lf :.:1 ~o .n n:¡t-r 1 'r ~r ·j.._1 •• 1 1 o~e--ivu t.l de eim:tlli-1'1 -
c;. a:..· ;,~, n .... e ... tc<..s e ~·u.¡,¡WI· ::-.x, e ,1. t: t. ... u.i u ~..tll tru1t0 di1'Íc 11 • ner e: 
a tetnJ re intert;a ... nt~ URl e 1ra 'lf.. " :..,C"'Il·'etre 1too <le ~lateruáticf!S 
.... 1 11 -•>\.J; cr crt.s . 

~1 Ubre hu s1do dlvJc•co c •. cua rJ p:..rtt~ ut;S

tinr..d.J.S ~ ·~:·...;,t_>c..r ~rd.:rt. ...; i lcr~ e l..:r.u.eutoo L Ulut§bl¡eos dt': 1 curso 
dl3 ClA~leu..et.t~..'<::l. 

, ff , , 

¡.). 1 la p:::iL!J~l'a parte : t.'tei..odoo rlulllt:Jric oe y 
'Gr·C: J.·iccxJ'' e&t.~;:~. d"'stüwdu t1 it.LBt-:-.1tr a loo al1..omnoo en el uo0 

y COl'OI'i"'tient::> dL l"U11(HC"Jc:e. c:éto-l.c3 de m<-tt.n.~ticas uplicudaa 
y Y..UEI e 11. cowvlclll.t..n.~o 1ndit;pel!.::lt.blo de ~ mat~máticas pur38 
eatUdiUC18G en loo años untcrlor"S , 

la scy;undu par~ ; ''Estudies F\mciona.les '' tie 
ne como ob,1eto pou'3r e11 contacto u 1~ estudiantes e 1n ti.t os 
superior .. s C.e fttnci~..J.e.J 1 c.,uv lun sv1·an de grun utllitlad en el 
ea:t..udio y reeoluciÓu do lm p1 oblemtl.S de la FÍaica Moderna. 

!..t. tc:·cera pa:- tt; : 't_:c~,;.o.c icJUes Difvreuc iules 11 

cous tituy& un c..:ap{tulo deet1uwlo a complementar con mátodcs 
CoB!ec i a.leo, de ordon práctico, loo ostt..dlcn do ccut.:.eiUil.Eia 
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diferenciales reall zadoo en el cura o de .Anális i s InfiDetesi
mal. 

Por Último , l a cuarta parte ~ "Ecuaciones cnn 
derivadas parc i a l es de la F:Ís i ca t-t!teuáti ca", os una aplica 
d Ón a !J r ob lemas de l a FÍe le t:t de las mute ri as pasa u as en los 
e ar i tu l os anterl ores de 1 11 bro . 

No nce habd a sido poo l b le l egrar la publica
c i Ón de es\ oo a_i)untes Ri n b. ti€'S 1nten:s"'.da a:'Uda de l a& ,ran
pcilt:rcs , taL.to de la U.¡iver c i de.l d .... Ct.ile cano dú la Ce:.t ol1 -
ca. que emaol~mente a~,;c~J.h. rvn a ra~...l H ternos l oo apunt es t o 
l'!'edm BD'.é'"\:r:) :'- l'c,:·oror ".:.fi'Je rrctf'-r~c·e~ a1 ~~~tl"C' . Ato 
dos e l :a.; llH . .nif..._Bt.WJll.i3 1 pvr ~ucliv ... e (...3,E..J p[.g.:_l!.!l:.. 1 nu.c.atru 
mne & i nce r o 9gr E::dec 1m1 "'lit o . ' 

1Jei.l1 cul!hJ8 t..B ... t. J.l 1 r o a nuestrv .i:'r -:>fer;; or Dr .~ ar
lc:s Gr e ndj0t, sin Cll.:"O incoHctic i onal epoyo e in~nwi"lble ayu
da. n :> h~.b¡•f.:unoc ..r'ciido lJjLBr J.J re::::l.lL~lc q,:.u:. hc.7 l...e ¡ reB on
tan...:e . 

l.u i s Ccur~; Muock Jor ge Si lvt:t Matte 

Santl ago, .Jun i o de 19 'X> . 

.. 
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... 1 (.ntrvgur ..1l ¡..~blico loo Elpt.~.ntes dEJ mis e 1r. 
e:e .... Je l.Olllnl.t-tn~::m:.oo de 1'<1F.&t~mÚtices ;;)!lrertor-,c reda:.:to.dca pcr 
lo dl)m:J.S 0n D!l.;' huora f.:>r:nu lo!" 11J'3a~2í.o~vs Iuis Cwrt y .Jor
gt. Calve. n·_; lú l!tlc.J t-1•• cit~rt-.1 hesitucion, por +.amor a la 1m-, ~ ~ , 
lJr(;;S.iO!l dt.afuvurublt: ql'e I odna rrodllCir la inqerf:::ccicn de 
un~ pul>J1cac!10r. hécba ~ ll:JL>e de J.1unt..:s !le cl¡,:¡;Ju; ¡u~:.~s, para 
le 1 al(.;.bra h.1ble.du riót-n c:.t1·aa nonnas que para le palabra ea
cri tu. 

l(,ro t.n bien d~.; mis estud.lant9s no puedo re
tardar más h er:trege. de t;<J t~ obra. F.s:->c r~ k "3 st:.e cl..c u tili
dacl ¡a.,..ticula:::'IL.at ... .:1. vi..;tu du 1ll C.L'i.;ult&J. cüruJtunte que 
tit:Ii.Cl! el! vncontzohr 11 ~en1t.ur11 de e fmodo acci)S 'J pnr'l e c-m:., le-

mt:ntur AllB t:~A tu. e' i re • 

l!..xpros o 111 oRpt~ranza de r¡ue la prcf'entu cbrn 
no sÓlo l~=Je .!'ecilit"' el .p::.·c.ncl1::c.Je ce l.:x: t.etnU3 obli~ato
r::.ro dvl .J:.r .. :-greao, slrll) qt..o Udl:lpierte el h.L~réo vor las ma
temÚt..tcé.LB y sus aplicec1onb~ o lo be~e exteroivo e temrts m.::
noo CC"ll'X:tdoc, en rrO':t:._;t e d.:l 1'. ch:ücia ... ctual ~ i'Uturc:.. 
Adflo~a crt-o qu.é lt:. ... o.~.·r~;.z.;o un textv de consulta p!ira to
ua au c~:~rrer1:1, un libro, ru(')s, q1te O') convi<no revt;ndcr al 
finc.l dol año t:n que ue CU.L"S.J. Ca:npbment~ de M'-1t(;jmat1cas Su.
p<..rlGn..a . 

?or las Ú lt tmaa razones me pnroce que la obra. 
podrá encontrar am.igoo entre todoo loo que ti ... ooo gueto por 
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ltiB Mater.~ticaa. Vayb u~~r161da a ellos una hr~ve advE'lrtenc i a : 
Por 1~ ~ J 'e~ Ó11 1::1termeéLta entre :J· s r-•ate:-:.Ót1 e:~::: p'lra:.J y alJ li
cada•t ~.t-- .. ~_::.üo ~.i\.i..J bu.acar uua sol!;. .... · ... :1 t-• r..td~Jl•!,t;; ctl !J r ob l emti 
del rJ.g or d.e las deducc i ones . De h~· dO nA t':'a .udo de no sacri
r~cf'.rlo to":.ai.In.ente en bier. de 1~ cro<Xlic!lJ .:>del e¡n.: r :> eco 
q..te t.l Ingeuiaro deseo. ll~al' u resul...aJ.oa ae a¡;llcabilidad 
1r:;med1e.ta. 

~evo fiualmentu, qu~ el lectot· courorenda quf:J , ~ , 
no he t"JOd.!do de"" :0"10'\'lt!B r.cmpJAtns; ei.:rvn Al 1ir!"o '!P"S bi.€'n 
plll"t.. :f • •e·. C~.Su ¡} f.Stulio d(; ka l•:lt;:;~t..& ... l..;I..B 11 ...lL c...e..;in
tel63ú..!....J · . 

lJr. C ar loo Grandjot 

Sautlb¡~O, Junio de 1Q50 • 

• 
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METODOS Y REGLAS DE.L 

CALCULO NUMERICO 

En ea ttJ cap{ tu lo veremce algurjce temas 1nde:pen
d1ent;eR entre si, -pero que tienen relaciÓn con el cálculo nu
m~ric o. 

REDO~DEO: 

Cuando se quiel'ti calcular alguna caotidad, se , , 
le exige a esta cierto ru•mero de cifras decintales o bien de c1, 
fraa signi ficativaa. Si Go tienen ntaa de las necesarias hay 
que recu.rrir a rudondúar d1-cha cantidad. l..aB reglas :por las 
cualbs se rige el redondeo so:g.s 

"Cuando la cifra por redondetU" ea menor que 5, 
se aproxima a la cifra que antecede a la que redondear. Si la 
cifra por red~. nqeur es mu;yor que 5 se aproxima a la cifra -su
perior a. la qu.e la antecede. Por Último, ei la cifra es 5 se 
pr0cP.de de tal modo que la Última cifra que se escribe sea 
par" . 

V eamoe algunos e jemp lee : 

~ueremoa redondear : 

se tiene: 

7 .l26 .87 

7 .126,9 
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0 . 14;2 

0,14 

h&cemoe 

• 
. Sean o y ~ ¡·entidedes ¡.os1t1vas o negati

vas pequeñas cruparaua:J ~1...0 l..1 .:.u.itla:l. 

Ter.emoo: 
(l+b) (l +~)-::::l+b+ e 

puesto que" be será desp1·ec 1abl~. (El ~:~i¿;no ~ ar:, le~:~ " apro
Y.i:Aen.amcnte !gne.l) . 

Aai, por eJemrl~ ~ 

4,00::.4 ·~ 1,0052 

0 197 e 1 102 

1,04 O ,96 = l, OO 

Particularmente a 1 tenemoo : 
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(l+s;) (1 -E:) ~ l 

d.e l a cual OuiA1u emoa ~ __ ]_ 

1 + ::: 

Por lo tanto se vor1f 1ca ~ue ; 

( 1 .. o ) 1 + b -E: 

,1!; .j~mplos ; 

J.,uo~6 
.. 0,99904 

1 
= 1,08 

o,oo8 01997 e 1,015 

J h>l ú l timo teu(;tnce : 

• l 
J r 

ror ejemplo : 

1 
+ .2 & 

. 
o ,9922 "" o ,984 

Vo,9986 .. 0,9993 

4(1- 0,002 ,. 4( 1- o,oo1) ~ 3,996 
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ESCRI'lUI\.A DE .DATOO OBTENIDOS EN 

EXFERIE!i CI AS ; 

En lee datoo obtenidos en experiencias no es 
licito agregar a las cifras, cerca e. continuaciÓn de las ci
fras s1gn1ficetivaa . O Elee. , l'or lljemplo: 

;,6,. ;,600 

Esto se debo a que el operador al colocar el 
·;alar ;.6 quiere inci icar que el valor está -::omprendido entre 
;,55 y ;.o5. En cambio ei so coloca ;,600 ~uiero lndicar que 
esté cai!preud.iu.~.; t.Il...rtJ los valo1-ea 3,5995 y ;,6005, lo que co
mo so ccmJ..rend~ es m'l.iy ti.i ferente . 

Se puede &a~ribir simbÓlic~ente; 

en vez de ! 

\ 

' 1) ~~me ' resta: 

Si suc:.a.moo; 

a + A a -
b + L'l.b 

+ ( L'l.a + - -a + b 

X "' 3,6 i 0,05 

Sean des car.tidadas ~y Q.. Deaigl.~.o

a.oo sus err.:>res t~.ba olu tce por D. !l 

y Ab . 

restando: 

á. + A a 

b t. Ab 

Ab) ti - b ... ( A S+ Ab) 
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l¡¡~o al BW!lllr y reatar se suman lc.a errores 

2) L ... ·;:·r_,.:· ... -:- _i_tt:~_0J. bt'r';r I'blativo de uná cantidad es la 
.,.-azon entre Au err or absoluto y la can· 

tié:.al madido.. O de--l l o ue.finl m.;a c.Olilo J • 

Se t i em : 
a + 

ror e jerup io 1:1 1 t.euemvo s 

"' a( 1 + Aa) 
a 

' 
l¡33 ,8 ;t 0,3 = 433,8 (1 t 0,0007)., 433,810,7 °f00 

(, 1 (1rror ralativo es 0,0007 . 

For l•) tPnto, dc.l ~rror s.baolutoet~ pasa al 
relativo diviult.odo p v l.' u; ael relativo al bbsoluto se pasa 
multi p licenuo por a . 1 

VtJt'elltOI.:l otr o uJeiUJ!lO para obsarvar la varia -
ciÓn del errnr reJbtivo. 

Si 8(1 tienes 

lOO t 0,5 "' lOO( 1 ± 0,005) = 100 ~ 5 °foo 

9/"19 ± 0,5 ., 9,9?(1 ± 0, 05) = 9,99: 50 °/oo 

En el prime r caao el err or relativo os del 5 , 
por mi~ y eo el a&¿;lln<l.O t:;B d~ 1 5 por ciento . 

En general, con trea c ifra3 s1gn1ficat1vas e 1 
error relativ o es dul or den de.l 1: 1.000 y con n ci.fraa signi-
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Sea el y:rcYh•t:+.o d~ dce c'i!'tld'ldec ( 

ó.b) • a b !. { l1 D. b + o ~a) 
1 

lu~;go, &1 mult.iplicur due cru.;tidauel::l ae BUUlun 

eue errore:J reJc.t.!.Vf5 . 

4) Ll'dd-'n : 

a .:! J:.. a ------
0 :.!: AO u 

O aoa al div ldlr tumbi~n se ouruan loa erru:Ne 
relativos. 

De; ;) y l;) y tallat.do en e u o.: u w le cUcho ~ l · fi
ual c!.e 2) se O(JRprenfle la C''fNNlJoncin 'l€1 g,no hJ dre termt 
t.c:a dE. 1.\D -¡:rod .. ct.l e cuxitcu ... c te.igw• lg.;.al núm~ro du cifrf.Íá 
ei$!:uif1c~:~.,tlve8, y y_ue t~l tesuhooo no ptld.rá t.ect;,r más cifras 
:¡te J ~ fectorea. 

Se tiene~ 

SupÓngeee 
2 

~a :t 6 fJ.) 

(ti! ó.a) 2 "' a2! 2 a D. a+( D.a)2 

2 
( Ae) • despt·e~.:i.iblo , 

lu~go: 

De igual modo: 
¡- l b 

D. a "" V a ( 1 :t 2 a Ci) 
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Yo _'l'UIW aqu{ como obtener rápidamente el re
sultado cuando so mu.1t1~11cttn entre s{ ciertas cantidades, 

Eh.vuciL·n al cuat.lraa.o dE;j númerce terminadoo en 
5: Sea un nÚmero ( 10 a + 5) cuyo cuanrado queremos obtener, 

Se tiene; 
( 10 a + 5}2 .. 100 e2 + 100 a+ 25 

e 100 E1( ú + 1) + 25 

L;.ogo n,out ... lmcnLc ¡..O<.leooo oo"tunar el r esultado 
dmlt1plichlld0 la c:.:ifl'h a mn· lfl que le sigue ( t1 + 1) y ~:~gre
eándoJe 25 a l a dcruchc . 

Por e Jomp lo: ,., 
65.:. .. 11~ 25 = 4 .225 

h oyándonoo en ce te mismo WÓtodo pOO.ecoo re
ocb.'cr ~entaln.orite; ... 1 s1~1e;ate ¡!reducto: 

':> 
67 6~ te (65 + 2) (65- 2)=65'- - 4 =4 .221 

Elt~•H•-.: 1 Óu al t.:uudradu de~ mÍmeroo por desarro
llo del b1n(ln1.o: 

o bi&n 

Soa, por ·eje:.aplo , cl.ovar a.l cuadrado 47 . 

~~l .. ( 40 + 7) 2 
Cl 1.649 

!._j,5Q 
2 .2()) 

4 -,2 e ( 50 - 3) 2 • 2 • ')O} 
- 300 
2 .209 
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OPERACIOi~S AB'Rb.VIADAS ; 

Cua."ldo trabe.Jemoe co!l CUltiJ.E..i(.a C:l.JBS c i fr<ls 
deciutaks son aprorlmaaas o de l..&s cuale.s no tbnelílos aeguri -
dr1. T"od"-~~ h~cer más breves us ~erPctones t~l<.::e "'o-no oul-
t.:.r .··c-t¡, C..:.v1c..h y extraer ra!z . A cont1nueciÓn VE>ro...m.)S al 
gunoo mét.oo.oo para trabajar con es as cantidades en fonna ab re
viada. 

SupÓogt:.ae que quel"bmos mult1ul1cur 60, 79 por 

Se tiene: 

251 ~28 
En vez de IIillltipllcar no:t'rlalmentb, multiplica

mee fJ;), 79 por 4, luego por 1, por ~, y f1nal..D..ente por 2, co
rriéndonoe e. cada nueva multiplicaciÓn uria ci fra a la dere
ch& con el ruÚnero inicial . 

El resultado tendrá tres cifres enteras (60 • 
~ = 240) y calc .... laretuoo doo cifr~ dec11nalea. 

lUego, si en le. primera rr)lTi.dn contamos 5 ci
fr~ (3 entár8S J 2 decimales) y de e.ll{ baJW!!OB una ver ti 
cal, todas las c11'ras situadas e. la izq,ui erda de ella ten .. . 
dran influencia en e 1 resW..ts•ltJ salvo a lo que a r eserva de 
cantidades Be r&fiore . 

La mu l t 1p l1cec1Ón l a empezmoo a l revés (ocmen-
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-zando por el 4) dado que es este producto el que moo import~ 
c1a tiene en el resulta:io rcr de.r las cifras de más a la 17.· 
qui crJ.u • Iueg o par& ov ita1· la :p~rdida dt~ tiempo de 1 e as o ante
ruor procedemoo como sigue : 

~5 1 l 8 

t·"a 1 t 1.¡ l:!.c runos 60. 7') r Jr 1. ~ .mota::1co ente; r o el 
r~cu:t. . .J.<lu . -Uvbo llu.llt::.pli..:~va lJOl' :L,J!E¡ru ..;olv.::c.mcs ... n 1:1cen· 
..,o e;ncr(J ~l 7 ~· el 9 r•ara 1ndic:ar '-!tle ahC'rfl. crmemzaruoe por el 
7 •w ''OZ d.1.J 9, pc;r.) a1r·""~Yil1and0 1~ .Lr1.n:era cifro. • • hu~gJ mul
ti1liC!lllJ.X. f!O..:' 3 c.;lO<;al!d0 Ul• ucor.tu o.;Lti:e el O y el 7 para 
itldicar que p'lrtimos del O ¡A~ro C<"'Mide~and.o qub 3 . 7 =21 y 
qu•; hay d1.. re:J( rva 2 , c.)l::X:EI.WCa GStc m ... mcr. er. vez do O. 
De lgut.l 41od.O se 1 rCA;údv hasta turminar la ope:rac !Ón. 

3u r oe u lt .lC:.o <;:3 ~ 

Iuogc; 

2 ) Li v1~10u .-

60,~(') , 4,13) e 251,2 

~5,67 
137 01 l\. 
~54 ! 

l¡é 
~2 

174 23 

0,3P15 

Se abrevia en torma Aimi lar que T'lara la mul 
tlplics.c1;n . . dí vez do \3gregar CdrCo al divi: 



- lh -

-dendo, se d i vide cada ve1. :por 10 e l d i v1Ror. Par a il,lS trar 
e 1 método veromoo a)gtmoo e Jcmploo; 

60' 79 4 p 1 3 1 3 = 1 )¡ , 71 
19 46 i\ 
2 94 L \ 

04 .• : . ' 
o -:__...~ 

Di:~· J 'tim('S 60 1 7? "')Or 4 J 3:. E;~ 1. e -"1!. ':.€ n:.d.) a tJ 
lo l -• ;-. ~ t.lr 0 1 o . :;;~ t.! cc..n ... 11E:d L .livio_n.oo pc.r 4q3 · 

.... st:.:. .J -. ... e\.!"'" y sobr..: ~3 . bato 1 n o.ivJd"moo por 
1 y ti.<_ !J",'1 .t-'--:7' n<~ - lf'l i1dsi0'1 

Ve .. el.llce ot.ro cjE:mnlo : 

1, 000()00 
2700 

~~o 
J5;C 
~65 
23 

1 

: 3'6 •:, "'" o,oce 7Y:J '(6 

-
EGta c...s.) e¡; <.lLtvrdi!l.ui.te a i rnila.r 
u loa ~.nteriores . ..1..8 aorevtec ~ Ón 
cons i l't.; 'l e (; rl l t.g=.r <.".(;; ba~ar 

doo e~ res ca~nC.o c~(;DZWl ).:.lC e L"'! .JS u..t:;..:iul~::1~.;;s, a~ divi de 
el o.iviaor col·rvoponaien-:-,(j l'c: ,/¡~r:-: ,O f JV O S;.;L .._ , 

·;e amos un e jeClp lo • 
----V 10 .oooooo ,. 3, 1.62 

l Oú : 61 
390'0 

14 400 
1 '7':/5 

' 625 
6<;Q2 

• 
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segÚu la teorí a deberíamos edgutr; 

17560'0 ; ó~4 

en ve 'l de esto no o e r•gre~an loa da.. cerca al dividendo sino 
¡ue so suprime la Últin.La cifrb del divisor . O sea: 

Iu.egu: 

1 7;6 
l91 

4R 
00 

Ó'3'2'4 = 278 

Vl'3l,':.,4'C7 .. 1.15;1,917 
?4 ; ¿1 
l '3 '54 ?2) 

2 29 0'7 : ~ 309 
2 .... 2ou0 231H 

lO 

lf 

En P] dl"i ,\ r de la LU3rt:... l{n~:;u d~JbÍa tr un 
') al !'::14.l 1 J!f-1.J 1, J l 0 l'<..w.m....e }d que en vez cie ~!lregar loo 
d1."E. c.;c:<~ a.L d.J.vld~:n.L1uJ dividlnoo por lO el dl, 1:--or. hegc se 
e 1.guA dj ,; rt~ e"".do en ll'\ r u'1.ru 1 -:d1 c:1ds. a.'1ter: Jrlllunte. 

luego en el eeq,uf'ma de la e:xtr.lcciém de rafz 
se ev 1 ta la p'll'te acbu r L.d ~ . 

i ., 

' ' 



- 15 -

Este método se usa para reatar une cantidad 
cuelqulerH H una cantidad f..,rmadu por una c ifra sisnl f 1cút1-
v e seguida de cerca • 

V eamce un e JelD:f lo ; 

435 .593 

Se escr1 ben loe nÚmPrOB de 1 zquierda a derecha. 
O se&t primero f'a e·cribe el l¡,:• he"1o C.otojo ~el 6 st: cclocii 
ul!:J cifra -¡;al q~,..e swr....1Ja cou uate ue 9 (o aeb. 3) . Debu.]o del 
4 se coloca una cifra ñe mcxio q11e la suyr¡a d!3 4 m~ la c ifra , 
d3 9 ( J sea 5) .• .a! ¡:e oigu(. lu.·.:rL:J 11~::-:;.:...u' e la Ú ltl!L.a en la 
cua: las dce cltril.B <leoe •• uUllla .10 . 

o set.:: 

lueso: 

Sea el e a'l Cl de un 1~ ::.rt tm 

- ( C: . )Ol02j 

2 .000\X .. 
:.._~10~-

1.69'})8 

-(e .~102) = l .691198 

Sup~~b3~ ~ue queremú8 calcular ~e bXpres1Ón 

0.2 b 
e d 

Tanbl'.do lcgari tmo ten~mce : 

2 1 ::g a + log b - lcg e -
l 2 lcg d 



Ctilcu lando obtenemos; 
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1~ 8. e:: 2,567 
lcg ~ = J , )4'J 
lag e r 2,0)9 
log d = 0)832 

5,134 
1,340 
3",901 
"Y, 5P4 

3,959 

supan1enda qn~ loe valoree a r:-ihe. ncr.b!"adce sean dados . 

1 
Cuma 1~ e y ll')g d deben rceten~~ t<lll8I:lcoc 

e ClJl}!lemo!ltú a :; y 1 pd.l'a uej~r mHnt.~.soa noei tivtu:~ y darle el 
sif~no a la caracte:-4'et1ca. lu-""0 nu":lhnC.o 8'3 obtieoo ol rasul-' 
tudo. 

Jcg 
e u 
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ESCALAS FUN C ION ALE S 

nEP:::ECE.~'l'AC iul~ iE U!~h RJNUON POJ.\ u N.A .ifSCiUP.: --- --- --------- ----------
Sa¡,ÓLguse lu fun~..1Ún 

f( 1!) = u::: 

F ..)l'Uli..ID08 la t..J.blu! 

h :: ~ 2 7 
.) 

l¡ 5 
,. 
o 7 8 9 10 

,.., 
c.: u "' o l 4 () 16 25 ~ l.:') 64 81 100 

u. 
En 
u 
mn 

me~o A1.)b.,.. ... un e 1e O X n 1nemcs d'3ed.e al "l.'igo:ln 
y an U~f' rar:al.~ rnb:tr~~·i::t l"'~ 5~.~ .Í'vE j_::;t.C.~.'JJ a X= \.1.2. 
cae <;a U:J.<. ~.u J ...LL :;:a. w .;JJ..x;a::uoo e: valoJ.· cu-r:~apoad.1'9nt~'~ a 
~;;¡¡,vez t•.;J. u¿. EAtn Sf! ha et'lctrado ~~ Rb'l ~ o tm~dC' ::o-,... .., 
eec?.ln '!D.=!. en.. Evt.o su ll.r a r -r:rcS0llvt\r u"-' lJor una ee-

ca:a . 

~~ ' u '.) .. -1 _. ___ --2 - _:..,_ _ _. __ _.... ____ -.t--- -;-

F1g . l 

En gt-rl6:1:'1:l.l, tona fl.mciÓn r (u.) de una varta'!:l~.e 
u, puede Per rep:."EE'3 e-nt.a1ti 1 o:- una er;c ::tla . 3e3 

u 3 • ••• 



- 20 -

Si soiJre uu e.je O X dicu,1a'l1<;8 ñ.eede el O:!'igen 
longi tuues iguaJes tt x =¡;·(u' v t:A.dt=l dtv·.e: iC"'n lu mc.:·ca..u.c.3 c.:>n 
el valor rie u se dice qne !.a F~g. 2 N! rvs~::r.ttt la funciÓn f(u) 
por una ose alt1 • 

f(u) • 

~ ________ l . 

ó) 

_ ___L_ 

ll}'. 

r:g. 2 
114 

L9. escu.J.a unifol"ll.e eA 1\!l CF.lf10 e'31eci-:tl en Ja 
cual f(ei) = u, F1.,;. ; . 

u .....____ - ......l----' ... '---..1. ---'----1.....---:':---~-- .1.. - -L-.- _l. -1 _l.J....-
o 1 2 " ~ :::. o ~, b 9 ln 2 

F1c . 3 

Er.ta·e las iüJ.Jcio::.to:JS ru.ás i:cnportantes t•e cut=nta la 
fUnc1 Ón lcgaxhmica def'jni da pcr : . 

l.;:g u 

f(u) = 1~ u 

1 -·-----2--:-----='3· 
Fi6 . 4 

4 

Una voz mr:ncúin la oet:ala ~..;n loe vhlorus prind: 
palee, 1-ara estimar les vtt~OJ.-es dt; u t:ntre marca y am.arca hay 
que recurrir a 1a interpolaciÓn a ojo. 

ESCAlAS FIJAS: 

Se puede repreet~ntar una relaciÓn entre doe va-
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-rtables de la forma v e f(u) dibuJando doo escalas v y r(u) 
a ambc:e ladcs de un mismo eje o bien en ejes para le lee, usan
do la misma escala y midiendo las distancias desde un mismo 
origen. 

Veamcs un ejemplo. Si e son gradoo cent{gradaa 
y F grados Fahrenheit, se tiene: 1.8 e • F - -,2. 

Dibujamos las escalas uniformes 

X e ( F • ~) Y X e: { 1.8 e) 

a ambcs lados de un mismo eJe y desda el mismo origen. (Fig, 
5) • 

OF ') f:~ lOO 150 200 
¡ __ L-L. 1 

' ' 10 1 46 1 ' ' rJ ' · ~ 
1 1 

'íOo 1 

2Ó ~6 fi) ~ oc o 70 

Fjg. 5 

Loe puntos marcadoa con e = O y F • 32 e~ tnci
den. for medio deeata figura noeotrc:e podemoo convertir grades 
cent{gradoe a Fahrenbeit y viceversa. 

ESCAIAB DEdUZAjiES : 

Sean doo runc1onae f(u) y F(v) y d19ujemoe aua 
eecal68 r(u) y F(v) • Si esas escalas se colocan adyacentes cm 
sus or{genes coincidiendo, entonces para cualquier par d9 valo
rea u y v opuestos se t1ene s (Fig. 6a). 

O A • O'i 

o sea r(u) .. F(v) ( 1) 

, 11 1 , 1 1" l ... _ esta poaicion la llamamce poeic on pr1oc pa y es a que UCI-

mcs tratado &n el párrafo precedente. 
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Si abara una de las escAlas se. dee 11 za sobre 
la otra en 11d 11 unidades, entonces para cualquier par de va
lorea de u y v opuee t ce tenemce ( ftg • 6b) • 

~,J \ 11 ª- u2 

· ¡~ :~ 11 i1 --V u 

li • 
!1 

Ul 

11 JC_ t 1) t 

:1 d 
o 1 ú . o o !... 

a o e 

F1g. 6 

O A - O'B e: d 

o 'tien : f(u) - F(v) "" d "' cte. (2) 

Si u ~ v l y u2 v2 St:ln dos :P"r~s d~ valortts d~ 
U y V opuee tce ( Fig : 6c) ,poc'lemoe poner r . 

1 f(U ¡) - F(v 1) = f{u2 ) - F(v2) l 
Veamcs, por ejeruplo, las escalas x • lcg u y 

x ... l~ v. 81 estas eacalus se colocan adracenteo , entonces 
en la pc:s1ciÓn principal se tieoo segÚn ( 1) 

1~ U"' lqs V 

o sea r u"" v 

(v.,r f'1g. 7 en la pég. sig .) 



u 1 
'Y 

2 
-- -- - l 

i 

ul 

3 .. 
1 

2 

vl 

.. 3,7 
.. 
' ' 
' ;4 

- : j 
r 
3 

' ' ~ :!,F-

u2 : ... 5,92 
' 

5 ~ 7 8 910 
, _ ~- 4--L-J. . 

- . í ~ 1 -,~ 

:4 5 67 6910 

vz ~ 4,0 

Si las hacemoo des 11 zar, segÚn (2) tenemce: 

lcg u - lcg v = cte 

de donde: 1~~ ... cte 
,v 

o sea; 

y segiÍn ( 3) pod.emoo poner: 

ul. ~ 
'Vl v2 

luego a 1 e onocemoo cualquiera de las tres 
tidadea podemoo conocer de inmediato la cuarta cantidad. 
se dan u¡, . v1 , u2 las escalas se hacen deslizar basta 
frente a frente u1 y v¡ y en seguida se lee el valor v2 
to t1 u2 . Un ejemplo de esto se ve en la F1g. 7= 

.i:l e Í:2 
2.5 4.00 

.can
Jo.a{si 
poner 
opu.o-
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RFGLA DE CAl~lll"; 

Ea te 1ns trumento tletá fo~ado por varios es ca
las lfl?'i.~1~7'r'ra.R ! E:":alnl~ y una eRc3Ja un1fonne . La reg la 
e or.a :.a C.~ 2 e 1 ~·t.;,;e $ e 1 ct.e:.·po , que e oue t; 1t1.1ye la p arte f i
Ju y la rebilJJ& ~1...e consti tuye la parte mévil . Par a t r abaJar 
e e us '\ t::) ~ J "l:l'lldo C'l rs o que e 1rvt.: ¡.are e cmp~rar lc.a va lor es 
O p.! eL t,::s t>D lclS di ve roas OSCtÜ<J.S • 

las eccalas so dosit,nan con lus letrau A, B, 
C • • • ••• y loo u...ÍW.erw eu di.::Latl ut~culaa 10:1 dt;Siguaromoo por 
las lt:-t:raa E\, b, e .. . • . res; ectivumente . lo mayor Ía de l.aa re -

, .. 1 
glas de ca'ctlo t~e!ICD lns oiuuhntea sscalea \Fjg . 8) . 

L . l . 
A 1 -"") 

K 
1 
'2: .., 

lr·b u 

1~ k 

l. 
.... ~ 

) 
1 

/ 

ID i 

e 

B 

S 

lcg e D l es d 

l 
1~ b CI 1~ 10 

? el 

1 lcg (lOO sen a) T . los( 10 tg 
2 • 

F1g . 8 
. 

Loe r eeultadcs ae leen s i n l a c ana, la q~e se 
determina después por un cálcul o a ojo . 

Haremoe a conti nuac i Ón un es tud i o de la forma 

t ; 



de proceder para trabsjar cool3s.eacalae tanto en la pc:s1c1Ón 
principal cano en llW demás. La primera poo1c1Ón la marcare
mes con 1) y las otras con 2): 

1) Escalas L ·y D: 

1) 1 • les d y d • 101 

2 ) Escalas e y D o A y B. 

l) 

2) 

luegos 

o también 

' 

lcg e = l~ d o sea e • d 

lq; e - lcg d ::: e te 

e ., ote 
d 

luego se deduce que e 
d 

deb6 ser constante a lo largo de to-

da la reg lllla. 

Estas escales son las que ee uean para "ult1-
pltcar y dividir. 

Mult1pl1cac1Ón. ~1 se .qubrv ut\!ct.u!lr 

Y e p q podbmOO poner 

esto ee puede poner esq,uomáticcmante en la f orma: 

o 

p 

Cu ando ee tiene una serie de mult1pl1cac1ooee 
coo un mismo factor ccuvl ene 1dent1f1car este factor con p, 



o-
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pues as{ se obtienen todce l oa p'roductoo con una sola pce1c1Ón 
de la reg lilla • 

DIVISION : 

se t1eni; 
Para la d1v1a1Ón procedemas de igual forma .Si 

pcxiemce pooer g, "" 1 
p ¡ 

que eequemát1cúlll6nte quedad a e eme; 

D 

o bien podemos pooor : 

1 o 

p y 

l 2 ¡, 
q p 

lo que esquemáticamente quedarÍa; 

lO 

~-1--q_o __ l_0~-:4----
, , 

Se dar a prefer enc i a a esta segunda real1tac1on 
todas las veces que el di viaor q sea fijo, para efect1J.ar va
rii:lB d1v1e1onee. 

O sea que cano regla práctica podemos decir que , , 
la multiplicacion y d1vis 1on pueden resolverse en la regla de 
cálculo, cano una proporciÓn, usando como r eya de fracciÓn la 
aeparac 1Óo entr e ambas escalas • 

• Tambien con estas escalas podemos r esolver la 
regla. dh tres. Eat() se efectúa inmediatamente en la forma; 

~:a!. 
q y 
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lo que esquemáticamente quedaría canos 

e p 

D q y 

3) Esca1ae D :! ei : 

1) lcg d- 1 10 
~cr d • 1.Q 

c i 

o • ienl ci"" 10 -d 

que sirve ¡J&ra encontrar valores recÍprocoo. 

2) 10 te lcg d M 1~ - "' e · ci 

e te de donde : d • ci • • d1 • ci 1 c: ~ • c12 j_ 

las divisiones Y"'~ se ¡ueden hacer ccn estas 
~ 

csce.lEJS por medio J.e una sola pooicion de la ~lilla: 

1 • p::: X • y 

o esquemáticamente: 1~111 1 

1 

1 
.X 

1 
p y 

3) Escalas D :! A o e I B. 
.. 

1~ d .. 1¡<:8 ~) a 
2 

de dondes de¡-; o bien a .. d2 

Con estas escalas ae iuscan lsB rafees o se 
elevan al cuadrado lns cantidades. Al extraer ra!r. el alumno 
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delerá distinguir entro {3:5 yv'o,35 por ejempl o. 

5) Escalas D y B o e y A. 

. ' 

1) Para la pooiciÓn principal ae t i oDBn las mi amoa re l a · 
cioms que para las escal.aa D y A. 

2) lcg d - 1 lcg b c:ete o I:UISea : .JL = e te 
2 (b" 

luogo; dl d2 l d2 
1 2 

a - :3 -
V b1 ti~ bl b2 • 

Estas e.scalaa noe permiten, dado el di ámetro, 
c~lculur la supcrficio del circulo o vice-ve:rsa . Si ee t i ene t 

S 
1'T d2 = 4 

poddmcs poner; _§_ 1'T 
"" -

d2 22 

6) Escalas D :t. K . 

1) 1~ 
1 

d=-
3 

lcg k 

o sea: d-= 'V k- o bien k ,. d3 

7) Eace.l.aa e y K. 

1) Es 1gual que parti D y K . 

2) lcg e - 1 1~ k•Cte 
3 
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o eoa : d e :a e te 

3{k 
lie donde 1 Cl 

• 
C2 3v-kl ~,;k2 

8) Encalas A Y. K oB;i:K. 

1) 1 lcg a • 1 lag 1; 2 
~ 

luo~nJ rae 0 
o bieu: a .. . 2/7, K , o k e: a3/2 

I..ae esc~llla q,u\,; siguen se usan para trabaJar 
e on func 1 ones trie cnc:llé trie t!.B • 

9) Escalas A y S . 

ol) 

o sea: 

l 1~ 
2 

sen e .. 

1 - lcg ( 100 sen e) 
2 

~ 
lOO 

a""" are sen _JL_ 
100 

2) ; lq; a • ~ lcg (WO sen s) e ate 

du donde: .. cte 
ilOD S 

luegof al -St~n e 1 

la Última relaciÓn p.¡ede usarse pera resolver 
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triquloe oblicuc:e . S1 ee quier e encont rar ; 

y .. a sen a 

se tiene a • 
y 

son 90 sen a 

con lo cual detorminamc:e y . Si queremca ene oo.trur s 

se tiene: 

y ... --!.,_ 
tton e 

a 
• 

sen e 

y 

p~ra cc.lculer la t\JleiÓn cc:eeno eubemc:e que : 

coo e .. sen (90• - o ) 

10) Eacales D y T . 

1) 

2) 

o oea: 

o bien ; 

lcg d 1~ (10 ~ t) 

d 
t "'tire t.€; lO 

lag d - 1cg ( 10 t.« t) • e te 

Si que remes calcular ' 

y•d tg t 
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hacemc:e d • y 
t¡ 456 tg t 

.. d 
y tg t 

y si querem~ 

haccnioo: d Q 
y 

ta t t« 45" 

pw-u calcular la. cot~ente sabemoo que: 

cot t .J q; (90° - t) 

R.ESOUJCI0N .D!'. ECUACIOl'iES ATGEBW~ICJ-\S 
C 0N RE.G LA DE GJ, lCU LOs 

• Mctodo de aprcx1mec iooos sucesivas ; 

1) Reeoluci~n d~: .lu 
de oe~:undo g¡u:ln . 

• Sea la ecuac i on : 

• 
OC\.laCU!l 

a ?-+b x+cc:O 

la ruduciremad a la formas 

x2 + p x + q • O 

\ 

1 

( l) 

d1vid1enuo por el divis ar fiJo a • 
, 

O sea eequemati camente en 
• la regla de calculo¡ 

e a b e 

D 1 p q 

Ahora podremos escribir: 
.X • ..3.....- p 

X 
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luego tanteando valoree de x, se calcu l ará ca
de. vez ~ h3st:~ llegar a la. suma - p. Para obtener ~ en la 

X 
r9€ le de cáJcu lo ncs V[~lemcs de las escal as : 

CI q 

D 1 X 

~ 

Veamoe un ejemplo. Sen la ecuuc1on: 

2,41 x2 - 5,93 - 1,61 = O 

D1vid&mQ3 por 2,41, 

~e de.: x2 - 2,46x - 0,668 = O 

Pnra :roe olv..or ln fonn[it!loo un cuadro e on lee va
lores de~ y 0,~68 cuya ü1ferenc1~ debe ser 2,46 . Tema -

mee un valor cualquit:lra que aproximadumente sea a o luciÓn de 
la ecuuc1Ón, por ejenrlo: 

0,668 o .22 o .24 o .25 
X 

X 3.00 1 2 .80 JJ ·70 

----+--··------ --+---
2.78 2.56 1 2 .45 D1f. 

Empe zemcs por: 

resultas 

X • 3 

o,66e 
X 

2.46 

0 ,22 

si hacemos la diferencia se vé que ésta sale 2 . 78. Cano la 
diferencia debe ser menor tcmamcs un valor menor de x, que 11 

la vez hace mayor e 1 factor 0,668 . Se s iguo as{ hasts que 
X 
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l a di fe renc i a entre emb68 cantidades sea 2 .46 . 

Para enc<]ntrar la otr a soluc i Ón eabemoe que 
l as r a{cee de la ecuac1on de ~egundo gr ado cumplan la r ela
c i ÓM 

luego la soluc i Ón de nuestro pr oblema serta : 

2) ReaoluciÓr. do la ecuaciÓn de 
túrcer grado s 

Sea la t~cuaciÓn de tercer grado ccmpleta gene-
r a l, 

~~ + a -l + t 7. + e = O 

~eremos rouuclr (2) tt la rormc ; 

Para eeto hacemos z -y - k 

(2) 

s i endo k una canti dad por detarminar . leemplazando z por su 
val or en (2) queda s 

luego hacemce : 

de donde : 

y 3 + (u - } k) y2 + ( 3 k2 - 2 a k+'J) y + 

2 
+ (a k - b k - k3 + e) = O 

a-;k•O 
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luego e 1 hacemce a 
; 

la ecuaciÓn (2) nce c¡ueds en la forma ( :3) r 

y3 + l> y + q -o 

Sabemoe c¡ue lila tres rafees de la ecuaciÓn cum • 
plen la relaciÓn: 

Y1•Y2+Y;•O 

némce le a la ecuaciÓn (3) la ronnas 

:l~.9. -- p 
y 

lo c¡ue podemoo legrar con la regla de cálculo, 
procediendo según se indica en e 1 esquema: 

A 

CI 

D 

Veamos un eJemplo: 

l 

q 

¡ 

S. 
y 

y 

SupÓngase !¡ue 
. , 

queremce resolver la ecuaciont 

x 3 - 6,8 x - ;,o • o 

dividiendo por x tenemos: 

x2 _ ;,o 
X 

Busca.remoe primero una raíz positiva. 

-·6,8 

' 
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X 3 2 .7 2 . e 

x2 9 1·3 7-P.~ 

~ l 1 .1 1.07 
X 

8 6 .2 6 . 77 

Luego ; X¡ • 2 . P. 
, , 

l.holl! :¡,odria::lOO dividir le. ecue.cion por (x- 2,8) 
para reducirle e une de segundo g r f'l.do, 1ero meJor busquenoo 
directamente une re.iz cego.t1ve . 

X 

x2 

3 -X 

Luego: 

-2,5 -2,3 - 2, 40 - 2, 35 

6,25 5,3 5,R 5,r;P 

l, 20 1,3 1,2 1,2P 

7,45 6,6 7,0 6, 7P 

x2 -= - 2 • 35 

Para determi"Of\r x3 sabemos que: 

:xl + x2 -+ x 3 == O 

2.e2-2.35 + X3=Ü 

x, = - o . 1.¡5 
.) 

Luego lE>..a tres ralees de la ecuaciÓn son: 

3) l<esoluci~n de sistemas c.lt~ ecue.c.~..c.:nes at1 1 r.tr.:er g:raC.o~ 
El metodc do resolucion lo iluetrnremos con un 
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Sea el sistema: 

3,61 X • ~,!') y + 5,70 ~ - 0,845 : 3,61 ( 1) 

2 1 ~2 X + 2,93 Y - 8,35 z • 1, l2 2,42 (2) I 

7,,o x - 1,05 y + ;,40 z 2,49 7/JO ( 3) 

1 - 1,19 1,58 0,2;4 ( 1') 

l 1,21 - ;,45 0,468 (2' )II 

1 - o, 1' + 0,4; o,;14 u;•) . 
. 

2,40 - 5,03 0,2;4 : 2,40 

1,;4 ,,ea o, 154 : 1,~ 
III 

1 - 2,09 0,~71 (4) 
lV 

1 - 2,90 0,115 (5) 

0,81 •0,018 • 0,81 (6) . 
1 -o 022 

J 1 
(7) 

% e: - 0.022 y - + 0,051 x =01 330 

El procedimiento es el a 1gu1ente: D1v1d1moo ca· 
de ecu.aciÓnJlOr c:l coeficiente de x. Colocando sólo loe coet1-
c 1entea da las variables, las ecuaciones 1 se trane rormen en 
las ecuaciones II. luego reatamoo (l') de (2') y (3') de (2'). 
li'ce quedan las ecuac1or.ea III. 

En aegu.ida d1vid1ma. cada ecuactén por el coe
ficiente de la Yariable y. las ecuaciones III se transforman 
en las ecua.c1anee JY.lteetamoe (5) de (4) y obtenemas la ecua
ciÓn (6). Dividimos wevamente (6) por el coef1c181lte de la 
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variable"zy obtenemos (7) que ea: 

2. ""0,022 

Si reempl.B.zamce e 1 valor de z en ( 4) obtenemos : 

y si lueg o reemplazamce z e y en ( 3') obtenemce : 

e on lo cual que !la reo u o 1 to e 1 s 1s tema. 

4) cálculo de pol1ncm1oo y l'esoluci~n de la 
ecuacioo de grado n . 

Sea un polln<lllio de grado !! 

n n-1 
y = a x + a 

1 
:x. + •••• •+ a

1 
x + a 

n n - o 

Tre.taremoo aquf un proced1o.1ento abreviado pa
r a culctlar el val or de y para valores d& x. luego, procedien_ 
do vor ttmteo podremos ir buscando un valor de x que haga 

Y -o 

o sea resolver la ecuaci~n: 

Sea 

n-~ o a xn + a x + ••••• + e x + a = 
n n-1 1 '' 

Expondreruoe el métcdo por mE~dio de un eJemplo: 

2 
y •l.~ J()- 2 .,:> X+ 1.07 X- 4.62 (1) 

( 1) l o transformaremos del siguiente modo: 

y •[(1.34 X - 2 . 5(>) X+ l .Oi/x - 4.62 (2) 
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Ca:.C...i.laremcs cuaato vale y para f. ""2. Para eso 
hacemos el a~g•11ente cuadro: 

1 l.~ 
- 2 ·" 

1.07 -4.62 

X'"" 2 1 00 1 o 2 .68 J.~ 2 .&) 

1 1,34 0,18 1,43 - 1, ?6 = y 

En la primera l{nea colocamoo lee coeficien
tes de las potenciaB decrecientes de x en la ecua.c1Ón ( 1) .Da
bajo del ¡,rimar coefici ente e oll)calllOe O y sumamce algebraica• 
mente las dce cantidades . ~ctueda 1.;4. lu~go mu1tipl1camoo 
l.34 por 2.00 y lo colocamoo debajo de 1 segu.oco coefic !ente 
(2 .!)0) y sumamos . El resultado 0.18, lo mult1pllcamos por 
2,00 y lo colocamce debajo del tercer coeficiente . Sumamce 
las doo cantidades y el resultado ( 1.43) lo volvemos a multi
plicar p<>r 2,00 y lo cclocamoe debajo del cuarto coeficiente. 
Reatamos ambas cantidades y obtenemoo : ~ 

y .r: - l. 76 

Todas lea multiplicaciones se podrán hacer éon 
una sola poe1c1Óu de la regla de cálculo • 

Cano E= .:; vi e l método consiste on llevar orde 
nad.amente en un cuadro e 1 r eeu ltaclo de las multiplicaci ones 
parcialbs y sumas de la ecu3C1Ón (2) • Probemos ahora con 
otroo valoree ele x para t;ratar de encontrar uno que hega y-=0. 

(Ver tabla en la pág • siguiente) 
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1,,4 ~ 2 .50 1,07 - 4,62 
X = 1, 80 o 2,41-0,16 1,64 

X 1,34 - 0,0) -o, n 2,, 8 
2,00 - 1, 76 1,34 - 2,50 1,07 - 4,62 1,80 - 2,98 
2 , 30 0,90 x-= 2,30 o 3,08 1,33 5,52 
2,28 - 0,09 1,34 0,59 2,43 o,go 
2 ,21 o,oo 

x•2,201 l, ,311 - 2,50 1,07 -4,62 
o 2,95 0,99 4,5, 

1, 34 0)45 2,06 O,()) 

X'""2,2l 
1,34 -2,50 1,07 -4,62 
o 2,96 1,~ 4,62 

1,34 0,46 '2 1 ():) o,oo 

Al i r tenteandc con x vomoe que al disminuir 
x, y aumente en valor e.bsoluto . ror l o tanto, aumentemos .x a 
2 . 3, pero entonces y pasa a sor positivo. luego se van . ha
ciendo aproximac i ones auceeivus hastu encontrar vl velor de 
x q,uo baga y= O , 

Entonces una soluciÓn de la ecuaciÓn es: . 
X e 2 .21 

, 
y esta ~ueda r~duc ida a: 

y .. (1.34 x2 + 0 .46 x + 2 .ll)(x - 2 .21) • O 

puesto que le divisiÓn por (x - 2,21) arroJe ).l.Btsrneilte los 
coeficientes que aparecen en la Última l{J'}ea, y para obtener 
las otras soluciones resolvemos la ecuac1on ; 

1.34 x2 + 0,46 x + 2 .11 a O 
• 
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ecuacion que podemoe seguir tratando ~or el mismo metoclo o 
por el métoao particular de la ecuacian de seR:undo grado . 

Oano se vé tm estce métodos de resoluciÓn de 
ecuaciones algebraicas, el uso de ln regla de cálculo tiene 
cano fin obtener resu ltadce rápidcs y aprox1madcs por medi o 
de mult1pl1ct.cianes y divisiones, al ir resolviendo las ecua 
ciones por tent&o . Cabe hacer notar que éstos métOdos son IIILlY 
Útiles puesto que 1 en general, loa coeficientes de las varie.
b lea no e or. números enteres . 

o 



- 41 -

ESTADISTICA MATEMATICA 

la e~ta!.lÍ.lticu matúll.Úticc. tibnc por obJeto reu
nir un ruaterial uurr.er1co UI11pl1o en un resultado rectuctao,con
s is tiendo do ur..a o v uri "'-S ind ir.: ac 1 ones de len e u a U.l pueden. , , 
su~t.r.,lj t,;Ol,at::cucnc1..1E: :lo Lt'lec1uci•Jr1 y comparo.ci, ... n, 

EJ :·rin'lll' cltn.cnto dE: eetn c1onc1a ea el prane
dio, .toro tJSt.e ¡,;) 1 ....... L!lt.;.1uo r1u bt.ata para lu correctA inter
prtltaci;,n dv los dutcs. V~rcnlCe en esto cep!tulo loo diverscs 
ele:!l(;,ntos d< qu., su vc.k, !JUra rounir en unce pocos valort:~a, 
un grt..n ~..:~rL ue dutoo :, .J. lt~ vez hac~r que ~a ce pocoa vo.lo
rt~s permitan obtt~uer uu ''iAtazo ccmph:to de lo gran cantidad 
de dc.t e. 

Pasaremoo ahora n estudiar los mÓtodoe y &le
n...ontos d.e que eu; vule; lh oatau{stica m.atemÚtica _pura el estu
llio du loe fonÓtmmoe a que ésta se puedo aplicar. 

PR0~1EDIO: 

, 
Loo datoo aou nv.ceroe o loo podemce reducir a 

elloo. 

DesignaromotJ loo dates con l:es lotrat 

X 3 j • • • • • • • • ; XDJ 

y lee llamaremos vuloraa t:tetadfst1cos o variable eatad{stica. 
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Uamamoo un colectivo a una colecc i Ón de dates 
ested.!atices. N t:lS la amplitud del colectivo o númer o de ob 
eervf:lcionea hechas . loa x pueden se r rÚmeroe poa i t i voe o ne 
gativoo, euteros o :rraccione\rioe . 

les v nlorefl 
Definirumce x como el promedio ari tmético de 

est!'l.d!eticoe, o sea ; -= X~ + _:_2_+_Y._)_+_• .- .-.-. -. • -.-+~ 
J. N =.J ( 1) 

1''!31, :t-Cr cj~t;¡plo : Tonemoo 8 notos 

5 ; 3 ; 4 j 7 ; 4 j 5 ; 6 j 6 

si hucemoo e 1 ¡..ro:neiio ·se t.fune ~ 

5 + 3 +' 4 +' 7 .. 4 + ::.. + 6 + 6 = 40 8 = 5 

lueg a : 
X '"' ;5 

r:r. la préctica cut~dc· hay gran cantiJ.ad dt,; 
ve lwea es tad!a tic os hay uc Ug ro de t~q\..1 v oc t~-rse en e 1 u e o do 
este 6rmu1a. f..s{ pues bu~can.moo otrd í'ÓI"'mlla más segura y 
cánOda pera obtener el prOJ'Iledio , • 

Para esto a lo. fÓ:rcu;.lP (1) euméemoe:L:, y r esti 
mcsle x 0 a cada término . As{ t€int~moe : 

- xo) + • • ••• ,+xo + (xN - Xo) 

X • ---------------~------------~--------~---------------
N 

de aqu{; - X ) + • • ••• • 

X e :CO + 
o (2) 

N 
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O sea, el método comiste en buscar por tanteo 
un val()r x0 que constituy~ el prODJ.t¡di o provisorio y luego r·18_ 

ccr las uirur encias de cada dato ctln t~ste valor (x
0

) y prC11!6 -

d1orlce . luego : 

ka notao 

5 
"Z 
.J 

4 
7 
4 
5 ,. 
1) ,. 
o 

x = }Jromedi o provisorio 
·::> 

J .LUStrnromoo este lllitüdo con u1. ojo1.1plo. Se;<ül 

.:l€1 ca~r:> unt;E;rior . Apli':I,Utsmcs l¿t róruula (2) ¡ 

+ Dlf.:~ .-

l 
o 
'X, 
-" , 
ü 
1 

1 

:-~-· 
1 

.X = 4 o 

9 - 1=8:8=1 

Tan.emoo c011r.o p:tnrnellio provisorio 4 . Hacemcs la 
di ferencla de ce.da valor y coloc:o'mcs lne é!1ferenc1ca pooi ti
ves C:Jn une colJ¡IDI.ta y las nt.g ... t:1.vna t-n la otra . lA swna de loa 
pcoi tivas vale 9 y 168 negutivW:I 1, iueg,o 1 ara cbten~:~r e] 
pr omedio tenemos que eum:~rle J u 4 . 

Ve ames otro tljemplo1 Sea la tabla quo sigue . 
Eli Jwnoo como "'roc~.iio prcv13or1o 160. Proc{ldielldo de tguul 
forl!lti que t:Jl• el caso o.nteriot• se obtiene f 

1.62 + 

16; ~ 'i N • A X .. 160 
167 5 

o 

163 7 2; 8 == 2,9 
163 ; 
167 3 X ol60 + 2,9"' 162,9 
158 
lóO 23 
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Cuando la difet"encia ea cero se coloca en el 
cut:.dt"o. 

Introd.uciremoo un nuevo eJemeflto en e) €:etud1o 
de lo e~taq{oticu, 

Fr .;!Cuonc j u ea e 1 "lllmP.ro de voc!':IS que se reui te 
un tr1cmo dv:t .-c-:-z:· ... ~ • ¡:; l ":l d· r ~ '' "·e ~· ede ¡:t'Os~n -, ~ 

t..~rat. ~.ti gr<:.Xl ru.;¡;_¡(:jl'O a.~ v e u ... .l!i..! v- z G." úi.Lota: .o tcxwa las 
vecue. lo coloc9l!lee •toa "e? ; cone~.deramoo el nÚmero dt. veces 
que se, rop! te:. le r .. :ec'l.<.:~:.c _!. :a d..:e :4;ni...l. on.IXi e un lu l.Gtra f. 

Sabem'-6 que : 

:l. f .. 1~ 

Lb ellcru en I::U.le.ln.nts 1.:.uaremoo el a 1guiente sim
bulier:tu e lás leo; 

Si 

f . 

O (x) == 

,-, {x)] = 

T(;nema; r 

[ J .. :; .. BUllla 

9(.x ) 
n 

[ r,J - .. N 
' 

f f ~~ .. f 1 x 1 + f2 X2 + •••• • ••••• +f n ---.¡ 
- . Lr.xl 
X ,. 

N 

Alguoea J,ro¡,1edadee del e{mbolo r J son : 

X 
n 

( 3) 
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[r(x + y >J a [r x] + [r y J 
1 r(x + a) 2~1 = [r x~J· /2 r x ~l + [r a2] 

- r: [ f x~ + ~ a[r ¿} + a2 N 

cia; 
Vemnce un caso en c¡ue se emplea la frecuen · 

Sen una votaciÓn . Los votoe con ''si 11 loo re re
ae.n~aremos por (1), loo "no" por(-~) :r l oo en bl.Einco con fo). 
Sup}l)gaae el resultado do la votacion representado por ol si
guiente cuadro: 

X f 
j '. - -:.:-. - -,.¡ -

- 1 ·_·· '...:_1 ..:.._ :_ 1_ 23 

o ! 4 

1 ...... 1 ~- { (;"¡ i· 'l:z1 [1 ~_u__ 

luego: l~ • 57 

O sea; 

Si sumamoo lee votoo con au signo se t ien: 

"$> • l + 4- • o + 23 ( -1) - 7 

X - _L 
-57 

FOBMACIO.N DE GRJPOO ¡ 

Cuando en lu recol.t:lcciÓn de material estad{e
tico se observa quiJ ~stos vartan en una amplitud muy grande o 
tienen variacioooe pequeñas muy numerceas, se usa el procedi
miento de formar grupoo con les dutce estad{aticce y anota.r 
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la f'rec\4enc in e on q'l.Le se presentan loe va l ores e omprendidoe en 
e e.da g!upo . 

:¡ .ld!:LOO por e,1flMuJo ~:~1 rE"su~+.aa.o dfl ttnn es'l;ad~ 
t n :1 1~ }f e~·. -S 1 • t _ 1: el .l' ~ '1 '9 • J L ": ¡· 1"':'.\!'.l ~u:.ria-

r ~ ..... €: 1o ., • 1 ~·- l.>Jo.J y 1 . 9.... ...; ::'o.~~"!!_:;,\ Ji11...d ::.o 15:;,u -
p :X, 1 td- I..WIC UJ ~t:.dC8 e .a el CU1:11U'O que fl:i.guc; 

.AsÍ, P<?r A;'"1mnlc. sl un t-.!lumno tiene 1,72 m. 
d•~ estaturas :u• tara "'n t.l g:--upo qctint • En est.a forma se 
rt::w~ne el ':nt..t~.or: ... l. :v Gt! obeul N:. la 1 rt.C~.<t.ncia con que se r epi
'te cada grupo. l.!.an.umcs h aJ <:>nc·ho r!ol ~npo (ampl1ttl.d de la 
fe.jn). h es 1:.. listanc.ifl ue la:.. var~ablas bBtad:Ísticas inicia
les cJ.tj 1.tr. gl'l.tpo, o 1 sig"Uiente . 

Er. el ejeruplQ h .. 3 

Cada grufin oe id.(;ntificu ~en su céntro o sea 
en es'UI caso p&ra ~;;1 cuLito grup ao <.;ou.sidera 1.70 m. En 
seguida elcgin:moa ae entre estos cez,troo el prcmeo.t o previ
a orto x0 , tratando de que sea más o meucs el prcmedi o de la 
el.itatil.ra . Lo difbrenciamoe del n.-eto <le loe ~rupoo por doo 
ra~a par alt:;las . 
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A ea te grupo le dD.moo ra~ o O • Rae ia adelante 
le dru:toe a loe grupc.e rw¡go poo1t1v o 1, 2, 3 ••• y hacia c.trés 
le dwnoo 1:augo negativo -1, -2, -3 .•• Este ra~o lo d6signu
wr:e con lP Jcot;r<.:. X y lo podctúoo ll.Dmar o cons i derar ccmo die 
tWlch. ~,.;.~ c.ai!.a grupo al centro (grupo correspondiente al .~:-•ro 
mad1o provisorio) . 

Teuem.oe entor.coe : 

1 X = xq + h X 1 (4) 

[ f ¿¡ ~ [ f( J: o+ h xü • ~ \J + [ f h ;¡ ~1 
.. N X + h [ f ~~ "' 1~ x0 + • •. 

, 
Pero por dofin i c i t)n J 

Lr ~~ x=---· 
,-L-· 1! >[ 1 
1 i • X 

0 
+ h N ( 5) 

~r.a calcl.ller [r X j calcuJt:n!os separada• 
mento el valor ae f X par a cuda grupo, que tle cot i ene multi
plicando bl ruru~:~ro da ordtm dol grupo por l a frecuencia. Se
par6lldo loe valoree }JOOitivcs y nogntivoo st~ tiene el ejollll1lo 
anterior: 

[r x] 
+ 
4 6 

12 8 
6 15 
4 4 
5 

31 33 

Tenomoo ~ 31 - 33 - - 2 
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luego: -
X a 173 - 3 , 2 

38 

Trataremoo otra de laa nociones fundamentales 
de la es~adfatica . Fara esto veamce primero un ejemplo . Su
pÓ~as& que se ha reunid J w .. colectivo en que la variable es
tad~tica son t.emperatul·aa y eupongamoo que éstas varían en
tre - 5° y 36° . .El ¡:rimar grupo eetnd. des tinndo a las tempe 
ret\...res entre -6° y 4" . loa dumá.s uatoa ee tl.iepouen cano apa
Nce en eJ. ! uadro adjunto. 

1 

X X f 

-7 -6 -L ] 

-o 
_, -1 3 Eleg1.r ernce ccmo x el valor 

-5 o- 2 2 16 del octiXVO gru~o . 
-4 3- 5 "' / 

-3 6- 1~1 l2 Se t1.enc : 
-2 9-
-1 12 - l4 3e N = 213 h =3 
o 15- 17 41 

SegÚn (5) 
1 lA- 20 37 [r ... ] ,... 21- 23 29 X :::X + h e; 

o N 3 24- 26 11 
4 27- 29 6 

I»f1n1remoo X come s 
5 30-

~1 3 
x =[r ~l 6 ~3- 3 

7 35 - 38 1 I. 
213 

y podemoo llamarlo promedio de 
...as X por analq;{a con la fÓrmula ( 3) . 
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fuego pode"llC'S poner: 

-x -= x 0 + h X 

Calcu lemce [r 

De donde : 

-

192 - 171 a 21 

x= 2.L ... o.1o 
213 

• 

X e J6 + ~ • 0 .10= 16 . ?,0 

[r 
...,. 

x_¡ 
+ 

37 7 
58 18 
33 10 
24 20 
15 ?15 
18 42 

. 7 1 8 

192 1171 

(6) 

Pero est~ ros~ltado "no noo dice si la varia
ciÓn de teinJ.eratura t:S mu:; gr~de o pequeiia. Partt ver esto 
:pour{amoo anowr las temneraturWl máx1m!l v mÍnima, y,ero elea , , 
do estas un tanto cr.at.eles vorct..aJ ~.¡,n metodo matematico pa-
ra dar una nociÓn de la variaciÓn de la VtU"iable estn d!sti
ca . 

Veamos un eJemplo pera lee cuales en tres C§! 
sos e 1 pro me di o es el mismo y la v ariac iQn muy diferente . 

X x -x {x-i)2 x x-x (x-x)2 x x -i 

15 -).2 1.44 12 -4 .2 1? .64 6 -10.2 104 .04 
16 -0 .2 0.04 14 -2 .2 4 .8L ll - 5 .2 27.~ 
16 -0.2 0.04 16 0.2 0.04 17 0.8 0.64 
17 0 .8 0 .64 19 2.8 7.84 2; 6 .8 46.24 
17 0 .8 0 .64 20 ; .8 14.44 24 7 .8 60.84 

l6 .2 ; .2 2.80 16 .2 1;.2 1.,.4 .80 16 .2 ;o.a 238 .80 
0 .6 0.56 2.6 8.96 6.2 47.75 

0.75 3 
. 6 .9 

I 1 II 1 Ill 
1 1 
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En el segundo caso hay mayor variaciÓn que an 
el primero y en el tercero mnyor que en el segundo. 

Fonnemce las diferenc ias con lee promed1C'8( pq 
mera columna de la derecha) y sumemos sus valoree absolut~ . 
Eu aegt.~.ida dividamce ea te reaultooo pur Ili { 5) • Se tiene O .6¡ 
2 .6; 6.2 Este serÍa \ID métogo para calcular ·la "'!uriec1Ón ~ 
ro cano no cta r.mchu p:reciaion n1 CCUicdidad mntemntics. se p~ 
fiere elevar ul CLluclra..io laB diforenciaa ,para eens ibili:rar
las y ll.lego sumarlas (segunda coU..rona de la derecha) . Iw~go 
chidiendo J? r 5 ee tiene : 0,~; 8.96; !.7,76. Et! seguida~ 
t.1. bJ &nao rai; cu¡;¡Jrada de 1 ¡·&du ltado nQ3 quéua: 0 . 75: 3; 6 ¡; 
Esm es el metodo que adoptaremos para apreciar la variac icn 
de la vc.riable cstc.d~atic . Ex .. roear.do ca t.e procedimiento 
p'-'r una rórw.u la BQ t.endrf4: 

( 7) 

lo llamaremce 11d1s.~:ers1Ón del colectivo (en i~lée "standard 
desviat.ior!) o clacv1.t.c1Ón del co)ectiv?. Esta formula la po
<lbmoo transfOlW-Lr . 

poro 

luego: 

·;2 I, = l>(x -x) 2
] = [r >:2 J - 2 x ~ x J 

Lr ~:1 "':Ni 
- 2-¡ r-l N ... l_r x _¡ - x~ t2 

+ N x_2 

(8) 

Este 1·esultaclo ea eat!.afactor1o y ee puede 
usar erl el calculo por mÉt.quina ca.Leuladora . Yero buequemce , , ( ) , , 
utta expresior.. de la for.nu.la 7 q~ue sea 11aq practica. 

:t. o. 2 
= [ f( X - x) 2-l z r r( X + h X - X - b X) 2J 

- o o 
2 -, 

:: h rr(x - i)~ 

= h2 { fr x2] - 2 x [ r ~~.N x2} 
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e r xJ. N x 
[r y~ _ xG ---N 

(9 ) 

Aplio.uemoo esta fÓnnula al caso de las tem¡.e-

Elevamos X al cuadrado, lo multiplicamoo por 
la frecuencia y luec;o eurtBI:l03 au.s valoreo . 

49 
108 
~ 
80 

108 
i!4 
38 
37 

116 
99 
96 
75 

108 
49 

lO 97 

10')7 = 213 • 5.15 
_2 
X .. 5.15 

x.2 = o.o1 

e ... 3 (5-:14 = 6 .8 

I.uego nuestr o colectivo está caracte.rizado 
por~ 

N D 213 o· .. 6 .8 

El colectivo tiene una variaciÓn media de 
14° (2r ~). 

Fomemos lE.IB sigui entes diferencias 1 partiendo 
de i hacia arriba y hacia ~bajo . 

.l( - 3 CT' = . 4. 1 'i-t r:~- :a 23.1 
- 2 cr"' 2 .7 x + 2t:~• :: 29 .9 X 

x - lcr = 9 .5 x + 3 rr "" ?i> -7 
X = J..6. 3 
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SÓlo quedan :tUera - 5° y 38°. O sea que en 
tre x - 3CT y 'i+3o- está canprendido caa 1 todo e l materi al. 
Ea to se puede e:xpreear poniendo: 

X - 3 C" < X < X + 3 Co 

Iu:eg o para apreciar las temper aturas máximas o 
mÍnimas se le stl.Jla o resta 3•:T al prO!ledio . 

la d1spero1Ón y el medio ari tméttco son da too 
suf1c1entes para rormro:ee una 1doa estadÍstica de un coloc t¡l 
ve. 

, 
Veemoo un ejemplo de inter:pretac ion de ostce datce . 

S~:~ tiene~ 
TÓzmin "> medie de llUvia caÍdas , 
.1:>1a¡.,et· ~ l·cn . . •.•. , . . .. .•. • .••. 

Tenemos en tc.nc6S ; 

12 cm < x < 60 cm . 

36 cm 
8 fl 

12 y óO sott les valores t;;n1;re loa cualbs var!u x que es la 
11\ivia caÍda . 

ReSUilliendo' lo antcrio:nnente tratado podemos a, 
cir que la ested{stica consiste en resumir una gran canti 
dad úd ae.too en uu\.a pocos, y de ee ce pocos ob1;ener un vie~ 
zo de lb gran cantia.ad de cilttoa • 

GI~FI~OS ESTALISTICOG s 

Es un trabajo ee tf..d!attco hay dos partos : lo ~ 
, ~ o 1 , el calculo eetad1.etico y 2 ; e grufico . 

, 
Ia primara part& la hemoo estudiado en loo pa-

rrafoo anteriores . 'Fasaremoe a ver la segunda parte • 
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Consiste en repre3entar gráficamente la rela -
ciÓn entre x y f. Se tema cOl.í!o "li,s cisa la variable estadisti 
ca x, como ordenada la frec~ohr.ia f. Para confeccionar este
gráfico Se eligen las escalas de mwera COIWeniente, B~gÚn 
sean· las exigencias del caso. Las valores de f puede que no 
sean exactce ( fidedignce) y entopces para c orregir este ~ 
fecto se le aplica a loo f uno o dce alieamientos empleando . , 
la formula del prcm.edio movil. 

SegÚn la fÓrmula se tiene: 
-------------------------------
/' = fn - l + 2 fn + fn+ l 

4 

f + n 
( f n -1 - f n) + ( f n + 1 

---4 

* - Af'n + Afn f =fu + 

4 

f * f Afn - D.fn = n + :.: 
4 

Veamoo un e j emplo. Sea l a tabla de valores oo 
las temperatu.ra.s de la J;ág • 48. 

{Ver tabla .en la pág. siguiente) 

Empleando las fÓrmulas d¡l alise-miento obtene
mos loa valores de la columna de laa f • luego c onfecciona
mos el gráfico que se vé en la pág. 44 En. este g ráfic o s~ 
marca con color los valores correspondientos al p_::cmedio x Y 
a loe valores x-+o; x+20"; :% + 3o- ; y los X -cr; X - 2o:-; 

x - 3 o. 
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X f r-
,. 

-o - 4 1 1.2 
-3 - 1 3 2.2 
o 2 2 3.0 
3 5 5 6 .0 
6 812 12 .5 
9 - 11 21 23 .0 

l2- 14 ;8 34 .5 

15- 1¡ 41 49 .2 

- . 
lt3- ih 37 ~ñ . O 
2,- 7 - -.,/ 29 26 .) 
~4-2ó l1 14.2 
27··2') 6 6 .5 
3C'-:;:. 3 3.8 
3~-~5 3 2.5 
3S-39 1 1 1.2 1 ----

A b:l':.Jl.ulo se su.elb cOOlpar ar este gráfico con la 
curva de las nrooebl ij ~actea . Le e e J.E..C1 én de la curva teÓri
ca de les I rcb"'M .iiC.al~s es ; 

V 1'1 "' _..;;.;...._ 

:-:;f 2TT 
e 

Par~ hacer ~sta comparac1:Ón se dibu Ja ~ata cur_ 
va en p&pel trans!'laren+-e y e la l!J~!ú". ca ·ale. del g r afico.IS 
este modo se pueden com_Jert.r a.ntaL "U::\".&:i . 

Con esto damce por" tcnincd? el t.>Studio esta
dÍsti co para el caao de unt. va ... "l.ablu . P8t!a.reLD.oe a ver el ca
so de doe variables. 
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1 ~ 
f 1 ~ + 

----r;· 

'"" lt<) 
1 

b ..... 
:') C'J 

1 + 
1 K 

C) 
1:-J 

1 ~ b 
·- - ---[_ - - + 

-[ ~ ~ -~- ~ -~ -~------ ----- ---. --~- ~ ~ 

i T· ..... 
. ... ....................................... _______ ·-·--·· ... - - . -- - - -r-

. . . 

o ..... 

;.Q ~ 1 

1 

~~ 

!~ ? 
1 ~ 
1 

lt'-
1 b 
1 <:1' el 

. . ·¡ M 

( 

!1 
ú 

lj. ~ 

,~ ~ 



- 5é! -

CASO DE DOO VARIABLES : 

En este caso en cada observaci Ón hay que anotar 
des d" too es-ca.df.g ¡;,ii.!CG o sea debamce trabajar con dbe varia
blea 1:'- -: .... 4,¡bt . .:.cus. Para tr'Eltar ea tes e as ce o e bace pri:ncremen_ 
te eJ ct•,ud~ o estaa.!st ic o de cada una de les variables separa
dameni..e. 

Una ve?. reu!'ido el material se d1syone en un e~ 
drl') llevsdo et~ !"€!'.J,l::>r,..:s ho::rJ zo:.J~cll"~fl ~os vaJr,-es rle una 'Va
riable y en colull"Üb.S ve\~:..c~l:-r: 1·- ,·...,)c?"es .(!.9 l= otr n. . De 
este mtdo un:1 obs·.:H .. v~c~.ó:~. :;:. '· ..... .t tL!' V~J. J"''-.Ur .. t& o.etbminada ea
'tic::r.do el va.lor ue b,¡,¡i., :\.J dt:.t;.E •-¡s·;~d~st.l.;<:lf;' . 1'-lra la forma -
c16n de gru.roe y dis'tri"uc1cn de lea v~.;.lt.,NB se procede en 
idéctica rorm."\. que para el caso de una Vál'iable. 

Para aclarar este procedimiento haremos un ejem 
plo. Haremce el estudio e;stad:Íetico del peso y estatura de -
algunce alumnos . Su-pÓngase que e 1 material reunido seas 

X 175 1¡2 113 171 l69 171 17811'¡21168' 171 167 169 180 
y 73 65 69 54 53 54 70 78 65 53 85 61 76 

" siendo x la estatura en etn . 6 y el peso en kgs. 

Este materi al lo dispondremos en un cuadro.lle
varemos en l~ae horizontales ~variable y, y en columnas 
verticaleS la variaola x. El ·ancho d.e grupa:J x será de h • 2 
y el de lee y de h • 5. Pare enotar til valor eetad!etico en 
el cuadro se procede del siguiente m.odc;>~ SupÓngase que que
remos colocar el 5o dato estadÍstico o eee. x = 171 e y= 54 . 
Vemce le. columna qlie cor¡-eoponde a !X lE 171 (tercera columna) 
y el renglÓn quQ correapond& a y= 54 (primer renglÓn). En e l 
cuadro que está a la vez en 1.9. columna y el re~lÓn coloca
mos una r.~yita vertical. De igual modo se procede con l oe d.e
més de.toe, obteniéndcse el cuadro que sigue s 
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.. --- -- --- --------.. 

y X 167-8 169 -70 171-2 17?'84 175-6 177-8 179 -80 f Y : :·- -- -- - ---- ·- ----r ---- 1 Y. - .. -

_2_2-56_ - ~1 _11_ - - ·-· -· --· ·¡- ·-·-' -· ' 4. -3-! 5.7··61 1 i 1 1 1 -2 
· 62 -66rr · 1 ·- r~---· i 1 -- ~ ... ·2 ~ -T -: 

't" 6'7-71 . ,~ -;;,-· ,._, ---.=...~~ ---~- -6-.., 
. 72·76 ~-· , ·+--- ¡:--. ~-~-- J t-21l 
; ·n-G1 . 1 

1
, . _ ··- _ , ___ ,- __ --i-1 2 

~ -e6 t1 • 1 1 ¡ 1 )-. t . " -. f - -¡ -- -· 
f X l 2 3 ·1 4 1

1
: 1 l • +-2 l _l • . __ ¿4 . l 

X .. _; _-2 L. -1 j! o ,, 1 l._, ¿_' 4~J.- • __ ! 
Ele:g i remoo cQUo P,rupo centre~.l !Jara lee :X y el 

grupo de 171 -2 y para los y el de €.7 -71. Pare obtener t:x aE
eu!"en les ri.y&~ de cwla. column~ y pe.ra l ee f a& SW!Aan las 
ruyUD c.e CtlU~ ~r¡g lÓo . ¡ 

, , 
Cano ea V•J en e l · c~-tadro bl mütori a l esta agru-

poot.:1 segÚn la di~oa~:~l del re~;tár¡gulo . SegÚn sea el tipo de , 
agruP.aci on se pue•le &etud;tar l e ~.ependoncia de ~br.s varia-
bka . 

furma : 

1) 

Si ae t i ene en el culidro unu agrupncién do 1~ 

----~--

1 '1 1¡ 

·r 

--~---,[ 

•• ,,·.1 

':· 

1 .. 

dependenc i a poaitlvn 

depenUenc1a negativa 



3) 

4) 

de:i.'und'}r.c j a moo o wenrs pce i t ive 

.;.nlúpvnllc:ru..: i .;.~. (lee valurus máxt
mt.e .Y ::nilll.moo no co i nciden ). 

~T<itaremce 1ndepend1cnt..emc:nte x e y . 

E1')g1romoo cC1D.o x
0 

ol v~lur 1'71.5 o sea s 

[r x] 

+ 

4 

4 
3 

13 7 = 6 

N = 14 

• 

h :0 2 

-x=x + h I 
o 

x =0 .43 

luego ; i = 171.5 + O.e6 a 172 .~ 



VC;~ümce cual es 

/ 

~f1n1remoa : 

Dv donde : 

o seu~ 

Cal.culemoo ~ 

J!x X~~ · 
8 
~ 
1 
4 

18 
l6 

- ':f) -

la d1apete1Ón . SegÚn fÓrmula (9) 

2 2 ~-fx x2-l 
c..J' x 11: h - - - x2 

N 

2 [[r-¡,:: : xi! ox - -
N 

c.; 'x .. h :-:-1 

'l'enemoe s 

Iueg o resumiendo tenemoe : 

X • O .4 ~ 

i .. 172 .36 

o-x ., 1.8 

( 11) 

( 12) 
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De tgue.l fome. pr ocede remes pura y . 

+ -

7 16 z - 9 14 = - o .Gil 

V c.ntnoo , •.. 
'y 

1 JI y y2J 

Y .. -o .6~ 

h "" 5 

'3Ó 
~ 
2 
2 
4 
9 

2 
e Y 1'2 4.0? - 0 . 41 3 .66 

;:) Y 5 • }1 3.66 = 5 • 1.9 e 9 .5 

57 14 ;: /; .07 

lUego resumleodo teoemoo: 

csy = -o .6!1 

CTy = 65.8 

luego db ef1:1ctualo 
boa variables en conjunto . 

y a: 1.9 

y .. 9 ·5 
, 
este paaamc:s a estudi'lr am-
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COBRELACION; 
T- , , 
.L.Q e orro la e 1 on tiene es trecha ro la e 1 on e on la. 

dependenc i a de las doo val'iubl&a . SupÓngase que se tienes 

1 
r 

y::3x-4 1 

y:3 + 0 X o 

y =5 - 2 X -1 

En el priiJ.(-,r cae o a muyor x correspond.& mayor y, 
luet,o es de!Jendencia pooitiva . En el segundo caso no hay de
pendencie entre ·ambas variables y en el tercer caso a lllC!yor 
x corr~,;aponde meuor y 0 Bt.~a hay dependencia negativa . 

IJwne.romoo r el coeficiente de correlnc1Ón. En 
el primar caso vt1.le 1 7 Oü él eegll!ldo cero y en E!l tercer ca
ao - l . Deduciremoo la fÓ:rml.da que noo dé la correlact'Ón. 

Su.pÓ:ugase quo se observa doo series de valores 
x e y 

-y•y 0 +hY 

y=y + h y 

re f1.nimoe G"'x 

Pero en la pág. 50 vimoo que; 

~-~-12} (x - x)2 



luego : 

y por tU1al~Íti 

soa D.hcrc. 
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cj e ( X - X)2 

vi c(Y - y)2 

il - (X - X)(Y - Y) 
podemoo form"r k aiguier.te; expref:i 1Óus 

_,.2 + "P"2 ~ ' 
X ...,y z- : 2 ~ z 

ll.rr ~ b1eu dc::moo tra.remoo la siguiente igualdad. 

( 14) 

O sa'l que e 1 promedio dú una suma es i guc.l al 
prCI'led.io dt~ t es SUJitlilld<..e , }·u•:t OvJl¿ootr e r esto sabem.ce que; 

r -
- 1 f(x + ") 1 [f vi [r .~1 - -
X+}= e1 •=----= + ~ = x+y 

N !'. N 

Debido a esta pr op i edad podemos establecer La 
1,gualdad; 

·~ + ::.,-! • 'l2 ± 2 J$ 'l:a1(X - i) 2 
+ z(Y -Y) j 2 ;?:::. O (l6) 

la d1sc r1mtnente va4: 
2 2 2 

A ::a (2 ~ ) - 4 .. --¡ ,r.:.¡ 

y par.a que oer cumple lo re lac1Óu ( 16) se debe tener: 

o sea - 4v2 . c-2 -~ o X y 



de donde: 

entonces ll.amare:::nroo coef1c1~ctcs de c orrelaciÓn al valor~ 

r"'----
.c-v 

( 17) 

r vo.r!a de -1 o+ l . Ahora b1on 131 z =.t: 1 h&y de¡.t:Jndencia li 
neal, pues ~ 

z(Y - Y) + (X - X) = O 

Deearrullemoo le fÓrmul a ( J7) 

"' !X - X)(Y - Y) 
r -- . ,...~ -x . "Y 

(l < r ~ 1) 

r = ( Ai - g,xY - YX + iY } 
~X .cr-y 

- XY - YX 
r = 

-X y 

r"'-------- ( 18) 

ya que;' 



te caso 

o sea; 
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Supongamos una dependenc i a en que y= x; en es 

ux ú- y . r ,_o~ 

r-=1 

Si h~ 1ndepAndencia entre x e y 

[r (x - i) (Y - Y)J <.<.1 

y luvgo 

(mucho menor 
que 1) 

A:¡_:li~lemce 19. fÓr.JIUla (18) al ejemplo que est~
bamos tratauc.0 . 

11)1 6 ... 10 : 14 0: o. ? l 

Par!:. cb.lc1.1lar frx.r {Y] se procede del si

guiente modo; I-artiwcs con. e 1 Vl:ÜOl' de X, lo Dll.Lltipl1camoo 
¡:.or 0l DÚ1::1erc de ra:·ites q·te hay en el cuadro y luego mul 
t1pl1cam.oo por Y. Es"o lo podemos ex¡>rese.r por; 

X • f • Y xy 

Sea el cuadro de le pág. 57 . ~ueremos calcu 
lar [rxy X {1. Tuu~mos ,x = - 2. El primer cuadro tiene O 
rayitas, el seguudo tambien; el tercero tiene l ray1ta, lue -
go: 

( -2) . 1 • ( -1) :::; 2 
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El 4•, 5• y 6°, cuadro tfabién tienen O rayi
tae (o sea fxy • O) • Para el 7• cuw:lro se tiene: 

( -2) • 1 • ' • -6 

y as{ se sigue cc:n toda;¡ la;¡ valores de X. Naturalmente que 
esto mismo se puede hacer partiendo de y. 

# 

SeguD lee re su ltw:lc:e de 1 ejemplo de ll!s págs • 
~ y 60 ten!am.cs ; 

j Ya -0.28 o-1 - r.s e- y ., 1.9 

ApllcéUldo la fÓmula (lB) Obtenemos s 

r • 0.99 =0.29 
1.8 1.9 

-
luego eleg1remaJ cano coeficiente de correlactén el valor: 

r=O.; 

EXACTI'IUD DEL MEDIO ARITMETICO: 
, , 

Supo~ase que se efectuan varias series de ~b-
servac1ones y cada. una de estas conste de ~, N', •••• ) N( ni 
datoe esta.d!sticaJ de una misma magnitud. Sea M elllU.IIIBro de 
series de observacion~s. Se tendrÍa: 

/ 

1
1~ .••• •. • •• X 
N t •••••••• X' 

M l iinl .... x(n) 
Sup~amc:e por ahora que 

.N ,. N ' : • • • • • • • • • -= N ( n) 
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o eea qt~e el numero do olsc:rve.-:1 o.nes que se huce en cada se -
rie sea el ndomu, En~..c..JC~s ~1 vaj_o1· lllf¡dio vale: 

X = X ~ • • • • • + X 1 • , .~XII • • • , ' + 
t.-J I • 

•• t -+ ., w ~. • . • , = -:::x;..._+...;.x::.'-•....;"i·;..'_'_~.;._..:•..:•:.:•u•:.:•~· 
•• - M 

Suovnghm<..S que el couf1_91&nte de correlaci Ón cu 
tre x y x ' soe ce.,..o, o s1e , 3 '1, l ~ r P l ' c:.~t~r . ll.:11:.moo 
x' =y . "'ucrc..n\.3 ~ .... 'Lcll ~1 ~...:> •• .A:iJ. ....... e c.i..Lbpd!:JlÓu d!:l x e y 
podt;mos couocer h:. de lX + y ) . .:>eg~n r0ITiol.a (7) tencmcs: 

de dende~ 

2 
c-7~y 

,.2 ~2 ¿ 
e x +-y = ~ · A ~ e- y -+ 

2 ~f(x - i)(y - -y{l 
N 

2 rcr 
X 

J.'€TO ni ter.amOS ind r~rdJD'::ia r= 0 

2 2 2 
L-:x+ y =O):+ ('T" y 

'funemos té.:mo1Ún: 

~ 2 2 2 
X+ X¿ + •• • • • + Xn.:: •.:T'Xl +c:rx2 + • • • • . +C, .. XD 

si ahor a tenemos '7'x~<r-xf 
DJ p':Xlt.ffiCS pO!lf:r : 

2 

y s e trata de un mismo fenáme-

O"x + x' = 2~ 
2 2 

CT:x + 7.. t + X 11 "" 3 (J X ...... ........... 
• 



luego: 

dfJ donde~ 

-

C.x+x ' + 

2 
=MC'"x 

si tcmcmcs el mÍmoro de rC:lpt::ticiones M =- H ae tiene: 

1 
r;ox 

e = U'x • -v-n 
1--"----:--_.:_ __ .J. 

e3 el tlrror medi o de l.: prQncdio. I.ueg o _t¡Od&moo poner 

( 19) 

VoBila:¡ un ojemplo: Sea el caso anturior en r¡ue 
vimoo la eetatur~ ael curso (Ver págs . 46, 47 y 48) 

11 = 38 x = 172 .88 e-= 6 .2 

A;? licar.do la fÓrmula ( 19) taz:.;,mos: 

e .. ..5!:.. • _g_g_ = 1 o 
V'Ii 6 .2 • 

luogo: X e 1'{2 .88 ! 1.0 

Veamoo otro eJeml_?lo : Suporu:l.remcs qua se he me ~ 
did.o un!i resiatE.nci 'J. eléctrlce. 9 vE~ccs y se han obtenido l<.a 
siguientes valoi dS ; 

(Vor tabla en l a sig . 'pÓg .) 
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T.::::~uCJ R0 .. 835 

rR -Bo-l 
---l _-__ 

~ 1 ' 

~~2 9=0 .2 

l..leg o s .rl .. f\;'j + .0 .? = 8~? .2 

'B'.<E';!Uetnoo : [ (R - Po~·-J 
u.u4 
0 .64 

lO .2!+ 
l?.ó4 
11¡ J~h 
0 .64 
,.24 

37 .4e : 9 = 5.3 

uqu{ f = l en torlro los ceac3 y h=l. luego: 

, 

~'C .. ~-- :J: ., ~- o o 3 .• e 

luego; R e: ~35 .2 '! O .8 

.F~:~.ra. múyor a&guride.d su pon<l.rÍt.1. : 

R "' 835 ,;: 1 [_ g, J 
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ESTUDIO DE UUA FUNCION 

CEI~RP.I:.D.\L::i:8: 

Bl ¡.:robJemú quu w~s :frecuentemente se le pre
senta al eryerimev.tednr ea eXpL"P.981' en 1ma r'9lac1Ón matemá· 
t~c't el re~:n. .. ltado de su .::sxpr.r~c;nc1 ~ , u see. cncontrE:r une 
fÓ.t'tnu.la qué i:ltF)n.rut<; ..n&:tt.-m.:tl~.weate el fenÓmeno q~.<e eatu
dla • . r ~ reAl J.tadce ele ks eryerioncias se puoüen reducl.r a 
una te."cln d.& valúre:J entre }en dc.:e v:u-tcble~ en obacrvec1Ón . 

En caa1 tod~. loo casos ee ~eden encontrar a 
pcrtir de la tabla do func i0n un~ oxprecrL:m. E.nalf tic a que re· 
lo.cione las dos .v a.ri.f\b lc!:i . En. be te ca_r{ tu. lo estud.iP.remcs pri-

• mero e]Gunao. pro;tsdad~e do esa eY.preGion y mego ol mcxlo de 
d~t..;r:l~m.rla, o::.tau.C::.o solG ou loo d~tce quo arroja lL e:xpo -
riencia (tabla áe v~lores). 

Pus ...¡romoc u. VE;r úlgunas prap1odaues as esas t'Ul.,l 
cianea . 

FSWDIO ~Ul•1EIUCO IJE lAS PROflliDALES DE UNA i<UNCIO~ ~ 

Cálculo dú loo diferencias: El prime:r método de investi
gaciÓn pare. estudiar une. tun-, , 
c.:.o1! ccnsiato an la obtenci0n · 

e cálculo de ltlB diferencies. Consiüsrelllce un conJunto de va
lorea observadoo, repreeent~bs .por: 

1 • l, 2, 3. . . . . . n 

Loa valores d& x se supondrán equidistanteo s 
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,¡. '- J • y 
... J. •.· • .l. i 

( l) 

(2) 

de 1 ndsmo modo, :pt:r"'t k > l St.i t i'3::J.~ ! 

k .\ }:-1 
6 y~ .u V 

J. • 1.+1 
k-1 

- t.. Yi 

Df... ( 1) oc t1c.r.3 : 

o sea: 

J·· ..: y ~ ~y 
.1. 'J o 

J2 "' Y1 ~ 
2 

6. 

,.. (J -:> + 2 t.. :¡ o ~ L.. 2 Y o) .+ ( ~ 3 Y o + D. 2 

:13 = Ye,+- 3 ~'Yo +- ::r, 62 Yu+ 6.3 

yl•6 Yl) 

2 
Yo+ /:1 Yo + 

+Ayo ) 

Yo 

S& vé que as~oe a~toe pueden repreGentarse en 
fonna a!.rubéHcL e;n la a1cuJent9 f•Jr.:r:.::! : 

y3 u(l+.ó)3yo 

En la cual ( 1 + A) tl.Ctuar{a cano un operado~ 
sobre y • De igua l modo oeta.blecer!amoe que: 

o 



- 71 -

1 Yk e: ( 1 + A)k Yo 1 ( 4) 

~'et'€'Jl.OO ~.<n ~:, 1· ... 1o J.e cálculo de lE.S cllferen -
cia2 . Sur..:.!.g, n' -.•• r. j • ' i·~":l •.!.rlo Ja siguiente tabla ca.) 
I'f'Bn J t,_d n rf"' , r"' "" ' . .., -, ~"l. ""l , ::.a "'; -,b l.:. e orreaponde u la :r.;n-

• , ?\ [ - . - 1 J. las CL ~.r ~ • .· 1 • •-- ;~ ., f ..... e- .;u u e diferencias . 

I t.·u ubtcuv.r L2 y:::: 0.6 por eJemfrlO, hacemoa; 

4,P - 4 2 = o 6 ' ) 

l.J:.ia dlfereiLc1as se C•)loco.n en columnas p.:¡rale 
lea un1:1 al lado uc otra y ceda diferencia se ve Pbton1endp 
efectuundo le d1-rerE~nc1u ont~ l.:e valores de 1l1 columna (!Ue 
lb Wl~eccdo • 

1 X~ 
4 .o 1 16 .o¡ 

14.2 
4 ·5 20 .2, 

.1. .8 
5 .o 25 .0 

0 ,6 

o.~ 

0 .6 

0 .4 

0 ,6 

0.4 

0,6 
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Ii:B d.lfe::enciLS su puetien seguir obteni endo in
definidamente. p&ro si lea diferer!claa de; urdE:~n n eou conf:j ~ 
tes , las ee crc3: r. + 1, n + 21 ••••• otc ., St"D rrulas . A me
nudo su~:~J..e uo&.rse cou. ventaja la si¡¡;uicmto notúciÓn pur a de
finir ha diforenciaa , 

Si y .. f (x) 

Ay = ~f(x) "' f(x + AX) - f(x) (5) 

A2 y• [r{x+ 2 

., s e e: : 
A2y .. f(x + 2 .t..>.) - 2 f(::<. + Ax) + f(x) 

.t.(c y) = cts.y 

- :xn "" n Ax r.-1 
X + • • • • • • • • 

(x + l) :r. ..... (x - n + 2) _ x{:x_:_l) ... (x - u + 1) 
n ~ n ~ 

( ~) '"' X • , , 1 1 (X - n + 2) 
r~ ~ 

( x + l - (x - n + 1) 

x(:r. - l) .... (x - n + 2) • ( x ) 
n-1 

(n - 1) ~ 

(6) 
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Def1ntremoe ahora b.y 

ó y • Yt ,_ Yt-1 
, 

;) cambien: D.y ,.. f(x) - f(x - A x) ( 7) 

o sea L y ea la diferancta hacia atré.s, as ! ccmo b.y ea 
la d1i'e1·enc1a hacia Adelante . luego se tiene: 

Su?.C'l¡gamos ur:o. tabla de valorea 13n ql.Le e legi -
moe como _pt..~Htu erige (x Y. ) u 01 o 

X UAY l ,6.2 
y 

-
:x -2 y -~ 

:x-1 
' 

y -1 
* ' ' 

1 
X yo ' l .f'Y-1 o .. ' .. 

...6.2y-l ' A 'y ' ' 
xl yl' ... .... o ' . .... A.2; ......... 
~ 1 

Yr¿ Ay} ... . 
" o ... 

, 
(B) .6.:¡ -=A.y segun 

e 1 
, . 

lo que se ve e laram&nte en e 1 cuadro . Se tiene tambion: 

6.2 y-1 = A(AY-l)a A ("Ay0 ) = l\AYo 

-2 
A Y¡ = ~ ( Ay¡ ) .. ¡._ ( .6.y o) = A A y 

o 

pero: A ( Ay
0

) ... ~ (A yo) 
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!:l.~y o LAyo 

A2 y-1 ~A2 Yl 

e -

X+ Al. 

S..;c. t.nu curva cualquiera. Si se 
l 'l.-h.a l•t r "l"'' 'lnte nr tre d~ IlUn
toc dt ll; e u_ v ~, f1!.1 Oellloe que éa 
t .... tiene una ta~ente pa:-ale la 
~ la qfiCA.Dte. l!.n el <.'Col Gell(:;ral_ 
2a l::.)rc::.s~ d.t..l p.u.tCJ de tW'lgen
cia no cot'respoude al }.Jt.u:tl) me 
dia de L-'18 ebcc :!.sac dtJ los .flUn
tco e=~trewoo de:: la secante .Sin 
ewburgo en lua pr:u-ábolca, las 
abG!"ioc a do ::u:ab ~ ¡.untoo c61nc1-
der.: Coneld ... 1·ewcs esta caso : 

. , 
Ir p .ng t:un "8 l:J. e ood 1c1 on de que 
lu p .... l'tltlola pese por lee pun
tee A, B y e. 

f(x- Ax) • y- Ay ~a(x -Ax)2 +b(x -Ax)+c (1} · 

¡.or pesar por B : 
f(x) ... y= a x2 + b X+c (2) 
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por pasar por e ; 

f(x + hy)"" y + Ay "" n(x + .o.x)2 
+ b(x +Ax) + e (3) 

Si restamoe ( 1) de (2) ee tiene, 

6y::2 tl. X AX- a( 6x)2 + b ~~ (4) 

al ree:twn.:e (.~) do (2) tenomcs: 

s~~mos (4) y ( 5) 

o sea: 

pero segÚn (2) 

luego: 

6. y "'2 a x b. x + 1.!( t. x)2 + b 6. :x ( 5) 

A y + ~y "' 2(2 u X+ b) A X 

-~.Y • .óy 
~ i\X =2ax+b 

y 1 ::a2ex+b 

y '= ó.y 't- .ó.y 
2 ,t, X 

(6) 

Con esto ht.;mOO obteni do un método pe.re se.cnr 
l1:1 deriv1:1da de una funciÓn e bru:e de su tt:..bla de valoroo ,ya. 
que en un int~rvelo .l:'equaño potieOLOS asimilat' lu funciÓn a un 
urco da parábola. rodt:Huoo J:iOner s 

Ay+ A y 
2 

\..1......._ 
J -..J ~X ( 7) 

luego paru obtoner la derivada se busca la ae
m.i-ouma de las J.iferenclé13 consecutivos y se di•:ide por el 
intt:~rvalo . 

• Vamos un eJemplo de obteDC ion de derivadas. Sea 
la tabla do val "~roe pravol•ionteEJ de la :fi.Ulcicm y = x3 cuya 
dorivadtl valt~ y 1 = 3 X~ • 



• 76 • 

X y ~y ~~y~) y• 

l.OO 1.00 
. 0.16 

1.05 1.16 0 . 16 ,., 
0.17 

1.10 1.33 o.lB }.6 
0.19 

1 1.15 1.52 0.20 

1 

4.0 
0.21 

1.20 ' 1.73 0.21 4.3 
1 i 

L25 1 1.95 
i 0.22 1 . . 

t-Iés adelante veret:I.<S algunas apllcac1onee de la 
d~r1vade en lu det6rminac1oo de tunciooes a partir de la ta
blii de valores. 

DlTERPOIACION: 

Cuar.do e partir dé \Ul8 tebla de valores, se en
cuentre una ecuaciÓn que relacione las doo variables x e y ,ee 
puede obtener ¡;or medio de ella el valor de y que correspon• 
de e un valor arbitrario de x • .l'ero .frecuentemente se desea 
obten&r un valor aproximado dEs y que corresponde a un valor 
cualquiera de x, e1n establecer prcv1b!D6nte la relaciÓn que 
vincula a las variabl.ae. 

Para el efectc se han ideado d1versce métodc:e 
de interpolaciÓn que correspooden a las fÓrmulas q~e hlego 
trate.remoo y que mis ade lant.~ empl.E;aremoe en las tomulae de 
integraciÓn miméricfi. 

1) InterPolaciÓn lineal: 

El procedimiento consiste en considerar el areo 
contundido ccn la cuerda y dividirlo proporcionalmente. Esto 
es aplicable cuando el intenalo ea pe<¡.teño. Cano dates 1n1 -
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,. 
·u 

-c1 a ka ea nocceurio conocer J e :Jv valores ele la tunciÓr. 
cor .. ·e..dpondlt:.rt.e e x y x 1 . 

Sur Óngase q~.~o~.: queremcs calculár yu correaron
Uienw al vulor: 

siendo 
< O<u <1 

luego : 

( 1) 

u significa ln porte ullcuota <.le A x respecto '\.. - x0 • 

Por seoeJan:z~ de tri~uloo tenemos: 

o sea • 

DE ,. Be 
A E A e 

Yu • Yo ~ Y1 - Ya 
~ - x0 x1 - xo 
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Yu -Yo"" AY 
U A X ~X 

de doude: 1 Yu == j o + u A y (2) 

Ct ando e o ·lU 1~; r~ 1 nte rpo lar en una t 1b k de 
:rur.cior;es t!·it,~.-.:l.~0tric:::s gt;)I;erolniantfJ se calcula itunedi ata
taent.e el ft.ct.or u 6 y de la siguiente relaciÓn: 

~X .. 
l b Y. 

dt. l n1.1e: 
(:r - X ) u o 

t. '.;.:JI...:~.> ... 1. 1... \.. .. !h} lu dv iL.WI!JOlaciÓn Hneal en 
utui tao la dt~ fUncione!> tri" onm~t:-ices. Sea la fUnci ~- y= sen 
x ••• 03 d.:moc can elato'> it.tc:-1 :e..., ; 

2ó•, 2e •. 

En estoo :::es es : 

u -=0,2; ú,4: 0,6; -o,R 

y aplicando l.us ró:nru.d.as obtenemcs lee ·valo
rea que aparecen en el cuadro . 
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y 

0,5050 
0,5055 
0,5060 
0,5065 
0,5070 
0,5075 1 

Veremos ahcra algunoe casos on que la 1nterpo
l.cc1Ón lineal no sirve por ser muy grande el intervalo ~. 

8eH oieupru la n·nciÓu y = .. e ... L"' ~ n ..... 

Como dutce inic~.ales tenomce; 

Ay 

0,70?1 

I.(Uur(;ll:!CO calcu lsr oen 'j0° 

2 u vale ¡jntonces 1 ll =-
3 

Aplicundo la fÓrmula tenemce; 

o + ~ 
3 

lo que dá sÓlo la primera cifra decimal correcta. 

Como se vó para intervaloo grandes esta rórmu
la es entorwn.onto 1napl1ct~.blo. Sin embargo, ea de gran uti -
lide.d pt~.rtt. la interpol.tl.ciÓn on tublas de f\mciooes trigono-
métricaa ya qul;j en eatce COOl"G ul intervalo es del oroen de 
loe uegundoo o m1wtas y el número dé cifroo no es muy granda. 
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Cuando el 1n~ervalo es mas grande o la preci-
siÓn mayor se usen otras metodoo q_ue pasamoo a estudiar . 

2) InterpolaciÓn de segundo 
grado; 

Este método se br:lBa en encontrar una. parábola 
de eJe vertical q_ue se as eme ~e más a la curva q_ue a la re e
tH. ~ara determinar esta parabola necesitamos imponerle la 
condiciÓn de q_ue púSe por tres pw.r"tcs . 3eany_1, y

0 
e y 1 

estos tres runtos q_ue corresrondon o. las abscisas x - L , 
O X x0 y x0 + D.x • Sea : 

y = a+ b x + e x2 

la parábola.lmpongámoole le condiciÓn de que peae por loo 3 
puntoo. 

Por pasar por Y_¡ 

Por pasar 

Por pasar 

restando 

luego: 

y-1 :ca+b(x o - .:::.. x) + e (:xo - b.:x)2 

por Yo 

yo = a + b X t e x2 
o o 

por y 1 

Yt = é1 + b(x + 
o 

Ax) + c(x + o 
Ax)2 

( 1) d.e ( 3) tenem.q3; 
: 

y
1

- Y-1 "" 2 b D.x + 4 e x
0

' t...x 

(yly
0

) + (y
0

. - y _
1

) .. 2(b Ax+ 2 e x
0 

AX) 

= b A X + 2 e x0 A X 

( 1} 

(2) 

( 3) 

(4) 



- 81 -

Si surru:auoe ( 1) y ( 3) y le reatam.oo deo veces 
(2), a e tiene : 

y - 1 + Y 1 • 2 a + 2 b x0 + 2 e x~ + 2 e( ~x)2 

2 y
0

= 2 a + 2 l: x + 2 e x2 
o o 

62 y - 1 "' ó.Ay
0

=2e(¿x)2 (5) 

El s.i.stc.mu ost:.. t.XJ-resado por (2), (4) y (5) 
l o que 11ennite rt:a ( l.vorlo fácilmente. SupÓngase que quere -
t:ioo er.enntrar un v&lcr Yu eorreG¡: ond.ient~ a un vulor de 

(6) 

de moJ.o que ~ 

y U o: f( X O + U ~ X) 

y -= a + b(x + l.. A x) + e(x
0 

+ u A x)2 
u . o 

Doeo.rroll.ando tenemoo: 

Yu e a+ b X
0

+ e x! + u{b A X+ 2 e x
0 

Ax)+u2 e{ .6x)
2 

y reelllpl&zando loo valorea obtenidoo en (2), (4) y (5) tene-
moo: 

óy0 +AYo 
y =Y + u + 
. u o 2 (8) 

Canparemoo el grado de aproximaciÓn de este mé
todo con e 1 de interpolación lineal. Sea nuevamente le. fUn
ciÓn y ::r een x • .N01::1 damos loe valores: 
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X y Ay A2y 

x- o· 0 .000 
l o, )83 

x 220?;0' 0,383 -0 .059 o O, y?4 

xl: 145° 0,707 
j· 

iruaqu6'!!10EI e 1 s.:no de 3{>0 pur interpolac 1Ón 

1 u. =-
3 

Aplicar~do la fÓrmula ( 8) wnemoo: 

Ya"" 0,383 + 5 0,3535 - 1~ 0,059 

y e: sen 30• • 0,498 
u. 

Iiáy un pequeño error de un ~· 
error üe ~ es grandtl, ~;;rror q~.o.e ea oobido a 

2 
de inwrpol!1clÓn e~:; lllUY grande. 

, 
Pero ~n eeto 

que e 1 intervelo 

Veamoo ..tn cjvmplo d€1 in'Wrpolación erJ una ta
bla de velores arb1 trurioe . dea la tabla$ 

{Ver t~b la en la pá.z . e 1Gu 1 ente ) 

~eremLS 1nter:púlal tjl valor de y correapondi ea_ 
te a x = 4 .9. l'ioe apoyamos en loe valores 4 .11 ¡ 4 .8 y 5 .2 to
mando como x el valor 4 . 8. o 

1 
U CJ 4 e 0 .25 



X 

3.2 
t 

3-6 

4 .0 

X-1 l¡ .4 

X o 1¡ .8 

:>:1 
5.2 
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y 1 Ay 

1.078 

1.07'.} 

1.071 

1.062 
-18 

1.044 
-34 

1.010 

1 

1_16 

1 
1 
l 5·6 953 

--------------~----~----~------_j-

luego teucmoa qu.~ culcular y • SegÚn (8) teoemoa; 
o.25 

y o.25 .. 1.044 - 26 ~ - 8 ~2 
Yo .25 "" 1.044 - Ó.5 - 0.5 a 1.037 

Iueg o ptll'O. 

(ver p~. e4) 

xc 4-9 y ., 1.037 

VebiDOs otro e jomplo . Sea la :fu.DciÓli y e lcg X 

QuerGmcs calcu l nr lcg 3. Tenetacs ; 

hx .. 2 X :: 4 
o 
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X y A. y A 2y 

x_l 2 0,3(>1 
o. 3Ül. 

.X. 4 0,602 -0,125 o o, 176 
x_l l..l 6 10,778 1 -0,041 

,0, 135 
.X O- 8 0,903 

1 

0,038 

110 
,o,o:n 

.x.l ] ,000 - 1 
1 1 1 

1 
u .. - 2 "' - o ·5 

Sf1icaodo la fÓ~la se ti~n~: 

:; = l..:g ;. e: o,6o2 - ü ,238 ~ _ op6(; ~ 
u 2 4 

~u= 0,6<:.e -0,119 - 0 ,016 = 0,467 

o sea: lcg 3 .. 0,1~67 

Si qu~remr;-e ca1cult1r 1~ 9. tomwnro x
0

=8; t.. re .. 
eulta 0.5. Iueg se tier.e : 

luego : 

1 1 Yo .5 r:: 1~ 9 .. o,go;, + 0,116 ~ - 0 , 020 "t¡: 

Yo .5 e lr.-g 9 = 0,903 + 0, 058 • 0, 005 = 0,956 

l<:g 9 a 0,956 
• 

de d nde, c:mmás .t-'rec1B1Ón; 

lcg 3 • 0,4?8 



te manero. ; 
Transformaremos la fÓrmula ( 8) de la Sigu1en-

' 

!l. Yo 
2 

u + 

suménoe le y r 9e t¿m ':e le ~ y o 
2 

teuemoe ; 

p sen : 
2 

'7 y A A y-) 
"U = o+ Yo u+ 2 u(u - 1) 

puro u. X - XQ ,.. __ --
L'. X 

y U - 1 "" _:x._- X o - l = X - :X) 
,'\:: ~:X. 

y r•.:emplazando: ¡¿ 

Yu= Yo~~'!._o_ (x- 1-o)+ A y-1 ( )( ) { ) 
l.:.Y ( A :X.) 2 X - X o :X. - X 1 9 

, , , 
.Aai ef'C ·~t<.' 1 t1 f':rtm.: l.l de in~rpolac1.on do Se-

gundo gr ... do t:eJe fo 'J ..1 .... ;n.._' ;¡:u :iAa f~l'Uru.lt.lá da 1uterpola-
c1Ón ue p;n.1.clo n, qu.e pecl~I'TLCS a cLdduc1r . 

3) It.U.r *'clb..;i¿l ~~-~. "'~-=>_?.. 
f.1 P ~J ..,~' .: trrli.ert.o eqim1131IJ.CS le f\lnctén 1 

una 1Jar.'bola d~ ;;re 1o : '.~ .. f\ c.,. c!.Jn ~.-s; 

y = ao + al x + n2 x2 + • • • • • + an xn ( 1) 

Pare detom.1IJ.ar les coeficientes le imprmdremos 
la condiciÓn que se snt1sfvg8 pera les n+l vs!.ores <bserva-, , 
doo. Al considerar la i't.n:ula de 1nterpúlaclvn se supone que 
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l oa valoree obServadoo catón e n pr q;res iÓn e.ritmét i c a, o eea 
que : 

k = 1,2 •.•• n (2) 

Se obser'lan n+l vaJores;luego son nulns todas 
las d1fbrunc1aa de ordan aupurior a r. . 

Porcamoo : u e X - Xo 
AX 

y re e ordeu:oo la fÓit:lU la ( h) ·do la p;.g . 71 • 

y~ .., ( 1 + t..) k y O :::: y O + k /')..y O + k.( K - 1) 
~ 2 ~ 

2 
A Yo + • • • 

k{ k-1 ) • .. • . • (k-n + 1) n 
--· n~ A Yo ( 4) 

Fues bien, escribcmoo la fUnciÓn de x 

Yo 

Observr;moa que F(:x) coincide, S"~n la fÓrmu
la (:;¡) y la {') rc~cLn cita:la.J, c..on y i:l•..ra lUJ (n+l) atsc1 -
saa :x '"' x , x 1 •.... x0 • h:ro dos f'Uuc loilbs de grado n , 

sl coindJ6n eL (r.+l) E.oSd.OtiS, son 1d~nt.1ct...a C') . De donde 
la f~rruuh de in'ter.['olaciÓn de g,rado n &e : 

l Y"• Yo• <fl Ayo• ( ~) A
2 

Yo • • ····-~(~).o." Yo {5)] 
, . , 

Veamos un eJempl0 de la aplicaci~r. de esta for -
nula . 

Soa. la tabla d& valores (ver te."bl.a de la p~ . 84) ; 

•<.Ueremos obtoner e 1 valo r de y e or respondt ente 
a x • 2 , 2 tanando n = 3 . 

(~)-;~-~~:~~~-~~-~~-~~~~~~-~---- -- - --- - - - -- - -~ ---- ------
f(:x)a an zi1 + ••••• + ao; g(x) =bn.xn •• ••• +bo // 



T .omamoa X = 1 o 

Aylicar~o l a f Ó=mula ( 5) nos queda: 

y a:: 2 ,105 + 0 ,703 • 1,2+ 0 , 103 
u 

:X 

2 

3 

4 

5 

6 

.. 0,081 

4 ,ó04 

5,857 

7 1 9,467 

8 111,985 

0 , 990 

0 , 253 

l , t-94-

2 ,015 

2 , 518 

(-0,8). 

0,253 

o , 341 

0 , 422 

0 , 502 

0,079 

0,078 

0,081 

0,080 

~----~~----------------~--------~------~ 

Yu e: 2 ,958 

oon igt..ales para lus abscisas x0 , Xl ------- Xn, la diferene ie 
f(x) - ~(x). que ea un poli nomio ie grado~' tiene x

0
, x¡, ... 

Xn por ra{cos ;,per o uli polinomio d& ~rada n puede tene r mns 
de ~ r u!ceo , sol o cutLD.do se auulu 1dent1cazuaute . 
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o sea a X = 2 1 2 corresponde y = 2 .. ,958 

A lie amiento: 

Cuando se tiene una tabla de valoree a menudo , 
se desea hD.cer ~n g::-eflc0 r1.e las des variables pa.ra obtener , 
una. curva represbn~a~ive Jel fvn~eno ~~e se estudia . Suele , , 
suceñer ~ue J~ funcion ~ue se trata de re~reaentar graf1ca-
mente es a]go irregular y entrmces 111 curva en vs..z de hacer
a~ pasar por 1~ puntoo, se dibuja de modo ~t.e pase entre 
ellos. 

.( -~ 
~ ·'\ 

. -------

O sea loe punt~ muy altoo se bajro. ur .. poco y 
lffi Illi..l.y baJos se suben un :poco. Bu.e::caremoo una fÓrmula nu
mérica para ~alizar esto . 

Se tienen loo puntee~ Y _1 ; y 
0 

; Y1 

SupÓng3Se ~ue ~ueremoe calcumr la correcciÓn , 
para y 0 .. I'odriéun<E recurr;r a pror;;ediar 100 tres valores 
y -v y

0
, y 1 ·:pero esta seria una correccion d€-m;_¡,sit:.do exa-

gerad9., En vez de esto recurrimc.a a promediar e:::too t res va-, 
lores pero d.and.ole coeficiente des de importancia al valor 
cen-¡;ral (yo) • 

O sea: 
( 1) 
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..!.B ta fcnnula ca conocida c.::m E.l rt~"re de "F' 
mu 1 d 1 d , '' "'-U) or-a e promt; io mo-d.l . ~razando el gráfico con loe valorea 
Yo et: obtiene una -:1•rva man lisa . 

Vaamce un ej'3Ulplu numérico de aplicaciÓn de ee
ta fÓrmula . SeQ la tac1a : 

,, 

1 
X y y 

3 l12ó 
l¡ 138 137 1 

5 144 143 
, 

147 147 o 

7 148 147 

8 1146 145 

9 1140 ly( 

1 i 
lO ¡ l23 1---

El al1smn1ento t1eDtJ gran empleo e impor1;anc1a 
en la cor.IBtrucciÓn dt~ ]C><:~ grá1'ic;ce estadÍ<:~ticoe cuyo estudio 
se hace en el capÍtulo de eetadistica de t::)Ste mismo volumen. 

Iote¡¡ rae i~n i'l.J.'I!bRICA: 

JX,duc1 n.mce un eote p¿_rrafo las rón:nulas de 
Simpson ~ara la 1ntegr&ciÓn numéric.:a . 

lA ick..tt. de SimJ.EJ lJ. consistv en e.aimilar una pa
! rábola a la :fUnciÓn • .Para determinar las constantes se ;mpo-
1 ne la cond1c1én de que pcae por tl'(;a puntee. ~or este moto-
• do po:lemce ene entrar la integral de una f\J.nc ion a partir de 
eeu tabla de valores. 
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oue quer~'l'V'IS C'l1cul 'lr 1~ intar,r9l.: 

( 1) 

,. 
/ 

' 

Y-1 

-:t¿ 

Un v 1 :JT ··r.:,j tra ... i o 1• x .;cm:r:n.i1do <:~ntt·e Xl 
., X- 1 eJ tá du.do Ji vn 

{ xl 
1 
1 

/Y.-1 

X .., X -+ :.1 LX 
o 

Si e o ( 1) :reom:pla 1emce z I'Or e J valor obtonido 
e5. f5 .14\lla ( D) to.¡¡e.n(.;3 ; 

f 1 
1 

y_d.X-==¡ 
! 
-1 

(yc-+ V-Yo+ 

X= X
0 

+ ilo..X 

xs::.x
0

-Ax 

2 

by o 
w+ 

-
D..!::. yo 

,.. 
e 

?) 6 X du (2) 

¡í:l 
dx"" AX du / 

~ 
Iueg o teilbmc.e : ~----
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AX(2 y 0 + 

A x(;¡ o + _6 ~Y o ) 
6 

b.b y o ) 

3 

( 3) 

que es ~b pl ~rE. fo:il!lu de: :ia i Ó1·mu la dt:: Simpa on pare J a in 
te1;rac ion nuruer:tc ~. a fornw (3) indica. qt:.e la in~ ra 1 .._ <! d;
el Úre~ ::k 1 rcct.'.n:;,- . ~ .le ba.ce ,2 ~ x y a:ture. Y e- n.a.s l.& co
r recc i on dQb i dc a q~~ ~ti tUlicion no ~a una recta. 

Si Bl3 hubiere trct~o de une. parábola de tercer 
grado e 1 reeultwlo ~tubie_._·a sido igual rnes cibserv r.n1c la inte-, ' , 
grflcion e& vo que loo tc:nnince impan:s ee v~ . 

gue : • 
Recordando que : 

y reemplazando este valor en (3) se tiene : 

luvg o : ·x¡ 
/ydx~ 

) x_) 

A x(y o+ Y - 1 - 2 Y o + :r 1 ) 

(y-l: + 4 Y o + Y} (4) 

Supongamos que anort1 queremos e;veluar la inte
gral de una. f\UleiÓn en el intervalo a < x < 'b. Para e.JO divi-
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-dimes el intervalo b - a en un ~mero pe.r de partes (2 n), 
siendo cada parte ~ual a L~ x . .C::n s~uid1:1 por cada grupo de 
tn.B puntes :¡Je.aamoa pt~.rébo~.B l:iUC6BiV88 de eJe vertical y 
efnct;uartcs le. integral par Bl..lltU do las 1ntc:grales parci ales . 
O llvó.; 

1 
1 

1 • 1 

Y 2 • • • • 1 • • 1 • • : :' 2n 
l 1 

--~ ~-- --· -~ ....J_ 

clx a 

:r..,1 ;..e l l' l:: ' • • • • • • • • ' • X2o 

/ :r.2 ( x4 
';, ex ... l Y 

) n xo ',.'2 • 

/' 

j ~n ••••• + y dx 
>..2u-2 

, 
cebun 4 ea t:e:ru:; : 

' 
( ;4dx = 

)x~ 

AX 
3 

46 1 y dx .,. A; (y l¡ + 4 y 5 + y 6) 
.1 ::2(4. 

1' 
.. ..................... ..... 

IX2n 
/ y dx 

j x:w-2 

-- t::.X ) -
3 

(y2n_2 + 4- Y2n-1 + Y2n 

( 5) 
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Reemttlazando estoo valoree en (5) obtenemos; 

J; dx = (;2~~ b:x.(yo + 4 Yl +2 "~2+ 4 
, a } x

0 
3 

+ 2 Y~n-2+ 4 Y2n-l + Y2n) 
, 

que es la ro:rrm. le de S ir.ps on. 

lue¡;o: 

de donde: 

Debe notarfte que n queda definido porf 

2 r1 .ú >- = b - a 

U= 
b - a 
2 AX 

b - ti b.y_ .. --- 2n 

(6) 

(?) 
, 

Vo8Lll'd algtn:.m vjemplcs del uso de estas for-
tiJUlas. Queremos avaluar la iütbgral; 

dx 
-=-1-+_;::.x:..,2.-- "' TT ta:nnndo 2n = 4 

o 

Ca lcu l.Dmoo la tabla de valeros . la f.U~C 1 Ón es : 

4 
:¡ = 

1. ~ 

y segÚn (8) 
l 

A :X.= - "' O .25 
4 



X 

o,oo 
0,25 
0,)0 
0 . 75 
1.00 

y 

4.0000 
;, 7647 
;.2000 
2, G500 
2 .ocoo 1 

- 94 -

o 

d.x 

1 + X2 
= 1 [4 . 0000 + 

12 

+ 4(3 .7647 + 2.;600) + 

+ 2 ( 3 .2ooo)+ 2 .000 J 
luegos 

TT= 37 .6988 1 16 12 = 3 .1·1 

Vfrtma? 'Jtro eJ€lmplo de 1r.tegrec1Ón mm~rica. 
lncontr-r e;l valor de l a i r.t.ogr<.:.l. 

2 

1 e: \ f 4 + x 3 ex · tanundo 2 n = 4 

lalc:.l1..:Ii!OO 1, tubh d.( 'TLl r:.s. L :func1Jn os : 

2 1 
y AX•¡:¡-= 2 .. 0 .5 

I • ; r 2 .000 • 4 (2 .031 . 2 . 716) I.ues -=> : 

----+--:!..·--
0.0 2 . 000 
O 5 2 . L3l 
1.0 2 . :.!..,t) 
1.5 2 , '7_1) 
2 .o 3. 464 

o sea; 
1 = 4 .821 

FORt-iJU LEL !Jjll.CEA"'"O : 

u ~ -

+ 2 2.2,36+ ;.464 1 

1 I= b (f! ,000 + 18.988 + 

+ l¡ .4"(2 + 3.454) 

U:. fÓ..t'ILUla de Sirapson rige con exactitud para 
f\lnc i ones de segundo y t.erc&r g raa.o . ror l o tanto; 
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dx = S + '1 ( A x) 5 + ( A x )6 + ••• • 

t'b 
!' y 

.J a 
d:x:;3 ~e ~ =error 

siendc S el valor dedo ¡.or la fÓmulc de Sinr,aon . Se come
tó un error de a. ( l!.x)'5 1 ( ~ x)6 + • ••• d.o..>idc e ~ue ésta , , 
ee valide haat~ lu ,fUnci0 rle te:rctJr gn>do y el ioteg:rn r se 
couv..J..erte en funcion de cuarto grado. 

, 
Al amJ,liar ~1 intervalo de intE:grecion quede~ 

( b X) 5 + ( ~ X) 6 + • • • • (1) 
x20 ,.. x 

0 
+ 2o A x 

aiim'io S ( A x) el veJ.vr qub cla le fÓrmula de Simpscn to
mando entre ceda ._u.m:.o úe intervelc A x . 

Si tcmm:lOS un intervel o 

(
·X2u 

•. / y dx = S( 

X ( ~X ) x = + 1.0 2n o 'i 

Ax) 2 p 2 + 
) 5 + ( A x )6 (r.) 2 +.. .. ~ 

X e MUlti1licando (2) ~or 16 y restando de ella 
(1) se tieue : 

X2n 

- 15 ( y dX "' 15 S( Ax ) + S( ~ x ) - S( Ax) ., 2 
XCI 
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de donde s 

qt:.e ea le rÓ.mule d..,l c.¿_uiL..!ea·to. O ae;a si humeo cal.c.:ltlado e l 
velC'r de 11na l'1'Wr=o•P..1 ccn Yt J!l.P""'o.·o ( ~x~ y ~'U".:-er>OA aa
b.Jr si eate r . .:> .J3 n1y ¡?;.'e..l<L, cc.::.CuJLKa l.J. il.ttJgrc.l con{~_!) 

2 
y calc..tl~oa J?OT m,,dio dt. ( ~) un "alor m~ e t .... cto que neo pur 
mir.e ver si t:l in'\.ervalo ( t:,. x) t~r t:. ~ graude o no. 

(3 ( A X} a ~ e: eiTor 

se duWl~e; 

... - J.6 - /.X 
-- e( ) 1" • -

L ::> 
. S( 

dY _ ~ 2 
X 

dt. duue; y 1 =-
X 

t 
X y 

--1,0') 1, e .1. :ys-· 
1,2) o, ivu\JO 
1,')0 () ,f.)r.':l(,7 
1,7) 0,77:4) 
2,~0 u, jC..OúO 

Ci t~ai:IOO ~- = 0, 5 so tiene s 

.3( D. x) "' g (O ,&'~57 . 4 + 1.00000 +O 1 ~0000) 

S( ax) e 0,6?443 



S(~) 
2 

luego: 
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Si tcm.am.ce l::..x•0,25 tenemas; 

- 1 
::--

12 
(0,66667 2 + 1,37143 • 4 + 1,50000) 

S( A X) e 0,69~5 
2 

~ 2 e: 0,69325 - 0.100118 
15 

l<:g 2 a 0,69325 - 0,00008 

Loe 2 .. 0,69316 

s i endo eu valor verdadE~ro 

~ 2"' 0,69315 

Con F.leto damce por terminado e 1 estudio ruméri-, 
co de las p~op1edud.Le de ~na :f\l.ncion y pasamca a estudiar la 
determ1w~c1on da la :f\i.nc1on misma . 

DE'JER-UN 1\CIO!i DE RWCiorfJ!S : 

Como se dijo ~al ccmenzar el cap{ tu1o tieoo 
gran 1mportanc i a pare el expermentad.or, conocer a partir 
de ln tabla. de valoroo (resultado de su experiencia) una , , 
ecuacion que liga las vartablee en obaervacion . 

, , . 
CCJUo se e:x.prE~ao tambien anteriormente las di-

ferencias constituirén nuestro principal elemento ~ara el 
tratoc.::it.onto de &ste probleme. Vcromce a continuacton algunce 
~todoa gerertd . .t:~s para obten&r ecuaciones q,ue representan t 1-
poa espec1alea de datoe. 

Métodos generales.-

1) Se tieoo un cierto nÚmero de valores (x1,y1). 
Si lCB valorea x

1 
formaD una prcgree1Ón ar1tmét1ea y Las 
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di ferencias de orden r son ceca tantee , l a ecuac i ón que liga a 
embaa varlab lee es : 

1 
~ r y • a0 + a1 x + 8:2 .,. - + • • • • • • • • + ~- x ( 1) 

Si las diferencias de orden r eon·conatantes t o 
das las d1ferencia.s de or:ten superior son nulE'.s . Iuogo segÚn 
fÓn::ula ( 5) de la p~ . f6 se; tieLe: 

Yu • Y0 + (~) t:..y
0 

+ (~) .1.
2 

Yo+ ••••• + {~) Ar Y
0 

(2 ) 

siendo: 
(~) ., u(u-1) (u - 2) ••• (u . - r + 1) 

r! 
el coeficiente de ~r en el d6s~xrollo binomi~l de ( 1 x )k 

En general loo dt:tca obtenidoo e:xiJer1mcntalmen
te u o tienen niogumo~ uiforuncia. cona tan te, pero s 1 pue~en ser 
e.p-..o-ximadamente c0ost·-.rtC>s. l~n f strn C3Sce pole::~o~ d·wC i!' que 
la cc .. .t.. .. c iÓn que llge 8l31&:~ vari..!:_¡lbs üS upraxi.m.aJ.um¡;mte c.tel 
tipo de :f\I.DC iÓn de la fÓrmula ( 1) , 

Para fun1l1L .. r:w1· .... 1 t:.lumuo co'& le op~;;ratoria 
de eatoo problemes. Vt;jrit"icmnoo esta propieded 1 ara la fUn
ciÓn lir~cul y de segundo ól'eio. S<Je la fur ... :::iÓn & 

y a x + b 

y + ~y .. a(x + ~ x) + b restando les ecuaciones nos 

qu~::da: y = a Ax 

p:ro h x conetente ya ·lUe l'JEl x eetán en p~res 1Ón nrit
mCtj.ca. O se ... la pr1..mLra d1forul..cfa ó..e una funclon do primer 
orden es constante y por lo tanto la segunda dif~renc1a ea 
cero. 



- 99 -
, 

Veamoe para la fUnc ion de segundo grado: 

Sea yaa ~ + bx+c 

y t- .t.. y .,.. •l(x +bx)2 + b(x. + AX) + e 

AY "" 2 a X AX + b A x + a( A x)2 

A y +A
2 

;¡e: 2 a(x+ AXAX + b 6,X+ a( 6. x)2 

L\ 2 y ""' 2 a( A x) 2 

Ju<:1go L:1 ne¿unda dife::-encia db una tllllC1Ón de 
scgnn-lo crr.do ec. ..:c_"l.Ct:.mtc. y la terc~r"\ ~:~e cero . 

Ejomplo c 

Sea dada l a siguiente;: tabla de vo.lores 

So p!d~ lr. ocuCJC:l.Ón q¡¡e liga x e y. 
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S:f '\PT"(Y'(~m9I!l.cs lao '3egundes diferencias pode-. - , 
moa ue..:ir que SOll ..:C""l.C.t~'l~C:.J • ....UvgO ...d. f'.,m<.:10IJ. 4.U6 rel~iona 
x e y ea~ 

2 
y-=ax +bx+e 

Pa,.a dete:'::mi nar- a , b y e tanaremce un valor 
al ¡.r.:.IJ;..ip.:.o, . oir.) a l L.eJi.:> y o .. ro al fin..;.l do 1...o. tabla (.,) . 
Por t::Jemp1os x = 5,9 y 17. 

T(lnemoo e 1 e iguiente sistema: 

cuya soluciÓn ea; 

la ecu.e.c1Ón serta; 

?.5 e ·... 5 b + e = -16 .3 

81 a + 9 ~ + e = - 7 .6 

286 a + 17 b + e .. 33 .9 

a = 0,2510 b • - 1, 31¡0 e = - 15,88 

2 
y 0 251() X - 1,)40 X - 15,88 

Colocar emOFI a C0Iltinut~.c1Ón una tebla canparan
d<> lee valorea de la cbr.e::-vs.ci .. t: cor 1C3 ca.lcu.l.Lldoe por la 
fÓ:naula : 

(Ver Tabla en la pág. siguiente) 

----------------------------------------·--------------------
( • ) ' eooraJ.mente no e e ac&pta f:IB te m~ todo .pura determinar lUI 

Cf>nst:u1t~s dada au gran imp~c1a1cm. 
Para la detarmina.c iÓn de e onotantea, ver e 1 ce.. 

p{tulo "Ieterm1nac1Ón de Corun.antea " de este mismo volumen. 
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X Yobe Y cale. dif. 

:3 -17,4 -17,6 -0,2 

5 -16,3 -16 , 3 o,o 

7 -13,1 -13,0 0,1 

9 - 7,6 - 7,6 o,o 

ll - 0,2 - 0,2 o,o 

1~ a,, 9,1 0,8 

15 19,8 20,5 -0,7 1 

17 33,9 33,9 o,o 
¡, 

19 50,2 49,3 0,9 

2) Si se tiene un cierto m.Únero de valorea 
(x1 , y 1) tales que les x

1 
aocn equidiat~tee y loo corree-

• , 
pox¡dtuntea de y formen una prc:grea1on geanetrica, la ecua-
c 1on que relaciona les varia~lee ea : 

o sea l ea una fUnciÓn exponencial. Si tcmamcs l~aritmoo 
de fl.mboe Jrliembr'JS se tiene ' 

les y :a 1~ k + x lcg 1\ 

que ae una ecuuc1Ón lineal en x y ~ l• luego si los x for
mun unu prq]trge1Ón ar1 tmética, -les ~ y tambi~n serán -equ1-
diatanteD, y se tiene: 



- ... ~ -
o sea; 

Yt "'ec ... e 
Yi-1 

luego: 
yi - e Y1-1 

, ; , 
que indica que las Yi astan en pr cgresion geanetrlca. 

I.aa diferencias de una fUnciÓn exponencial k 
e ons t1 tuyen otra expone ocia 1, pues ; 

k ax+.6x - k ax "" k( a Ax - l) ax"" k' ax 

por cona~uiente, ar loo valorea ele las c.liferencias de orden , ; , 
r de Y1 f o;-me.n un;.1 ,Pr~rbsioo geometrica cuaod<; los x 1 eetm 
en progresion aritm~;;tictl, se ver1Nca la relacion: 

si en (6) se tiene 

queda: 

Ejemplo: 

a1 x + ••••• + ar xr-1 
-1 

r e: l 

y ,. a + k ax 
o 

• k aX (6) 

Sea la tabla de valor ee . ~eremos encontrar un~ 
expree iÓn anal{ tica que ligue las variables en observaci Ón: 

' X y 

o 60.00 
1 51.66 
2 44.46 

' )8,28 
4 ~-94 

6 28.~ 
24.42 

1 21.06 
8 18 .06 

Loe x estún en pr~reeiÓn aritmética 
y loe y están en prqsree1Ón geométri
ca: 

Tenem~ : 

gl .66 
o.oo 

44 .46 
51.66 

"" O.e61 

"' 0.861 
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~f :~~ .. Ü'.e6l 

................ 
18.C6 
2l,QJ ::: 0.861 

o sea .:pciemcs decir ~ue lea y están en prcgres1Ón gecmé-
trica. luego la ecuaciÓn de relaciÓn entre x e y es s 

y "" k ax. 

Métodos particulares: · 

Pasaremos a resolver algunca problemas cuyo 
método de resoluciÓn no obed.ece a ningUl.& regla gene.ral,sino 
que depende de la mayor capacidad y rtabi lidad de 1 operador. 
Sin embargo a]gunos de estce problemas loo podemcs agrupar · 
segÚn sea el elemento de que nce v-alemcs para su resoluciÓn. 

A) Empleo de las diforencias. 

Si tenemce una 
, 

funcion exponencial de la rorma: 
X 

y-= e a 

~y:::. e 
. (x+Ax) 

y_+ a 

Ay= e (x + .AX) X 
a - e a 

'"' e a.X(a AX _ l) 
Ax -1 = cte, a 

pero -.. 
, , , 

luego: siempre que los x esten en progresion aritmetica, 



1 

' l 
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la di fPr"'V":f 'l e"' n~·~o!'ci ~n:ll a l valor pri mi -, ., 
tivo. Si te:tc..ac.s U..lCl. ::u __ <..h.ü l.t; Ll...n • .ica de l ti forma s 

Y "' J C:Sa x 

y + 1::!. y ., 1~ P. {X + ~ X) 

X ~ t X 
x -= lega ( 1 + ~ ) 

X 

desarroll.endo el segundo miembro en serie tenemoo : 

loga(l+ ~>:)~; [6xx -(~1:)2+(~x)3- •••• ~] 

6 1..,.4do N e cte . el mÓdulo del l~aritwo o sea el l cgaritmo 
~periano de la b ~e 

M = L:ga 

.Despreciando loo términoo de mayor grado que e l 
primero se tiene: 

1 
.o.y .. M Ax 

X 

si loo Xi están en prcgresiÓn axttmética 

.o.x a Ct€1 • 

Ay "" 
e - -
X 

y queda: 

siendo 
L.x 

e .. 
M 

luetSo hay una !Jro¡.orcionaltdad i nver sa entre la d i ferenc i a 
y el valor de x. O bien$ 

X A y "" C 
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el 1=rc..ducto de la variable por la di.ferencia ea comtante . 

E~ ,:-_gle 0 de la derivada . 

Veremos algun..:e e,1emploo en loo cuales la f\.n
c~.Ón se encuentra aprovechando una. relaciÓn entre lEl. varia
b l e y la derivada. 

1:!: 1emplce: 1) Sea Ja siguiente tabla. Se pide encontrar la 
fu:n.cié.n que relaciona x e y . 

'-~+y 
1 

y' y' /y 

1 
1 

:r..o 
2 1¡. 3 1.55 0.;6 
3 

1 
6 .1 2.1 t' .)4 

4 8 .5 r ; .o o . ~, 

5 J 1~ 1 ¡'~ .1, o.31, 

6 1 u; .o 15 -~ 0 .35 
7 123 .9 ~-\.2 o.~ 
8 . 33.2 1 

' 
1 

Obtenemos la. derivada y vemoe que la. relaciÓn 
y' 

ea aproximadameute constante y su promedio es O - ~7,. 
y 

9 sea: 
v ' 
tL.. e: o.;tn 
y 

luego integrando se obtiene: 

1 n y = 0.)47 X + 1 O e 

de dondo ; 

En seguida ee determina e como valor medio de 
los y e- o' ;4 7X • 

En.contrar la funciÓn correspondiente a la tabla 

de valores: 



de donde: 

2 y y 1 
"' 2.02 

y2 = 2.02 x +e 

y= (2":02 X+C 

es la func~Ón pedida : de y2 -2 ,02 x se obtendrá el valor de 
C 1 que t;B; 

e "' 3,95 

C) Empleo de lea lcg ar 1 tmoe ; 
Este tiJX> de procedimiento tiene gran utilidad 



El procod1mitmto consiste en buscar les la
gar! 'bn03 de y. luego se calru lan sus diferencias. Si la pr1-
~ra d11'erenc1a sa.k collSto.nt:.e sabemcs por ( 1) que; 

luego: 

lq; y =- a .x + b 

( a.x+b) 
y ., 10 V "' lOb lOax =k ex 

En este caso A lcg y pllúdo conoiiera.rae cona 
tanta y ~ntoncvs el ~tvdo el:l I:I.!JJ.;cable. loe lcg~1tmcs . de 
y se vueden bUE!car con regla de calculo 'Ya que solo se preci-
sa quo lt~S ·dlí'ere::lc ias sean aproximadamente cor.s tW"!tee. 
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Si se verifica que las segundas diferencias em 
constantes se ter.drta : 

l cg y "" a x2 
+ b x + e 

luego: Y-= 10(cx2+bx+c) "'¡cf 10a(x2+ ~ x) 

Y,.. k cx(x +e) 

siendo k, e y e cona tantea . 

::>) I or ~ 1 t .i.mo harumos un e jelllp lo en que o 1 pro 
ble::n.a se ha rt;sueho aprovechendo solamente, lu. habillda<.l del
op~;;rador. 

Encontrar la funciÓn quo correeiJonde a la tabla: 

X 1 y y-1 

1.5 

2 .o 

2.5 

3·0 

3.5 

4 .o 

2 .60 1.60 

1 .80 0 .80 

1.53 0.53 

l.l•O 0.40 

1.32 0 . )2 

1.25 o .25 

1.23 0.33 

1=2 X- 2 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

COUlü s& vó loe v~loree de ;, acn ducrecieutes y 
a acercan a l. Rr:st¿mC'S 1.6 1 u ctd.a vá1or dt. y. Cada uno de 

loa valorea (y -1) es;., 1:, 
4
l . .•. del primer valor, o st.~a : 

' 3 



- 1.09 -

8 1 1 1 o. o ""2 1.60; 0.53 .. 3 1.60; 0.40 4 1.60 

1 

luego cada valor se obtiene dividiendo 1,60 par 
1, 2, 3~ etc. Pero estas nÚlllerc:s se pueden representar por )a 
expresiÓn 2 x - 2 o sea: 

y ::01 + 1z6 
2 X - 2 

y "' 
0.2 

1 -
de donde: 

CASOS Er~ 'etUE ILW ~q.UE COBIJ!lJIR 
l.J\ 'l'hB LADlf V n L..JÍ~b· : 

a: 1 + 0.8 
x:--1 

- X 
X 

A menudo en las experienc las e 1 ope:rador e o
mete una falta o un error muy grande, lo que hace que er. la 
tabla aparezcan valores discord9.ntes de 1 resto de: el loe. En 
estos casos hay que corregir la tabla antes de tratar de en
contrar la funciÓn que liga a las variables. Esta correcciÓn 
es sobre todo aplicub le cuando el Opórudor, durante la e.xpe-
riencia anot& lQ:'I v&lores algo dudceas. 

Haremos un ejemplo en que hay que corregir la 
tabla, lo que nos da1"á una idea de ccmo ae tratan estos casca. 
Sea una tabla de valores~ 

(Ver ta'.::> la en la pág. s :lguiente) • 

Calculnmos las diferencias. En la ~rimera di!e
renc ia no se nct<.J. nada. /,1 hacer la segunda se ve que loe ul
timoo valores varían mucho y muy irregularmente. 

El errJl' parece E:lstar en el valor de y que co
rresponde a x .., 15. Luego en vez de poner 23,0 ponemc:s 2;, O 
-f 0 y detcnuinomos b Qe modo que el error se reduzca. Vea
mos cÓmo quedan las diferencias. 

• 



23,0 + & 0,2 - 2 
13,9 - f 3,~ • S 
17 ~ 

1 ' Debemoe calcular un "lalor de ó que haga l.a3 
segundas d1:f6renc1es aproximadamente tgualee • 

Vemos que un vt1lor que conviene ea b = - 1,2 . 

O eea que en ve;z de 2},0 deber.oe poner 21,8 . 
Aa! se obtiene el cuadro de valores defin1t1voo: 

(Ver. ~uadro en la pág. eig). 
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1 

X y 6y 1 ~2y 

3 -17,4 

5 -16,3 
1,] 

2,1 

7 -13, 1 · 
3,2 

2,3 

- 7,6 
5,5 t 

9 1,9 
7,4 

11 - 0,2 2,1 
9,5 

13 9,3 3,0 

15 21,8 
l2,5 

2,6 

17 ?/),9 
15,1 

2,2 
17,3 

Con la tnb le aaí corregida naic:nce tratur de ~ 
tatminar la funciÓn. ~e vé que lti sogurrla. dift:rencia ea flllrO: 
X1IIll:1damente constante y se resuelve por lee métOdos corrien
tes. 

En fol"!lle similar se procederá cuando ae p.reaon 
ten casos parec i dce y on l~ que huya posibilidad de .error. -

.Ant~s de te~ir.ar el.cápÍtulo expcndrl:lmOO t1l aé 
todo general que se d~be e...:~!i2uir para. detenni~r las tunctonOO' . 
Una ve1 deda la tab.le da ·¡alores se proccdern a obscrYhr lrs 
valoreB ,x1 e Yt pa:·e. ',:31' o1 r?u ~rd3a eotr\3 ~! a~na re3ac1Ón 
(el eatan bn prcg4e510n aritmotica o geametrica). ~re esto 
baata tratar de vérificar la ¡:r~ioaad con all,;u.nc:s valoree 
ealtadce. Si a pl'imer& v lata a e vé que no eumplan ni~u.na. re
laciÓn se deja es t e método, sino, se e:tgue vcr1f;1cand1J con 
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todos loe valores y se aplica cualquiera de las fÓili!Ulas an 
tds deducide.s bajo eJ título de Métodos generales. 

Si no resulta ni~uno de éetoe , procedemoe a 
calcular laa difor<:mciae. Si alguna de ellas eo constante el 
problema ee-:~i reoueltn. 

81 ninguno de es toe métodos es aplicable e Ólo 
nos queda trata= de encontrar clgunc :rf.laciÓn con lo. dt:riva
da o tr(;i.t..a1 ele óncoutrur de cualquier forma la relaciÓn pe
dida . 

, 
El t~stü.diante captara la gran dificultad del 

prooléma, si 1~ valorea de le tabla no encajan en alguno de , 
loe metoúcs antos ex~u~ótüS, p~ro J~oe hacerse notar que ge-
neraln..eute e 1 expen.II!t:tntt:1dor B8be en fonna aproxima1a e 1 ti
po de :fUndÓn que deberá resultar le, lo cual hace wáa eenci-
11 o t:~ 1 problema • 

En cuanto a la determinaciÓn de las constontee 
pod.Eim0S deci~ que si sÓlo Bt: qulbre un valor aproximado, ae 
:pueden obtener dándolt:~ e tm¡..lemente v!:I.J ores a los Vt:1r1ables y 
dec:peju.ndo de catas er;u::~ci.:>ncs ~l valor d<:~ las corwtantes. Si 
¿eti.!B se quieren con m:W precisiÓn , es preciso remitirtta al 
párra.fo ontes citado {"Detortn1l.:lc1on de C ... ·nstar.tee") . 

Como :fin11l cabe decir que en todo caso 11!1 ra:p1-, , 
dez y t:legancla en la resolucion de l ee problemas dependt:ra 
en gran parte de la iniciativa y habilidad del operedor. 



D~TE RMI NAC I ON DE 

C O NSTANTES 

Cuando da ~á soJuc 1;,n de un p:-cble::..a se cono
co l~ forma d~ l~ ocuecion, so pl~te~ ul ~roblem~ ua cal~u-
1ar hw COI.tStE:Wtc;; de (~Sta ecuFtciÓn, que nr·r el ~'""!Ql(;)nto noo 
son desconoc i das. 

datce que 
r icas . 

'Tr utaremoe de determinar lns ror !'lod:!.o de loo 
e 1 pr ob L ma ofrc.cu o!. fC".ill.a dé et;uaclGñes numé. 

Su_¡nnc_;arnca Búa ~ el n•..ímero de cona td.ntes por 
lietermi n:;.r. Si ol r..ui:Uúro dt: coudiciones (ecu~:~.cionda} es mo
nor que ~ ' l.a.s coORt9Iltes queden SIJ]o p':lrciaJJ!lf¡nto detem1-
nadas . 

Cuando d1.eT)cnem'X' ,'\lst~ente -de. m ccnd.icionee , .. -
las cone t w:tE.>s qut.dc::-~:r. dJ~e~;-mir.a.dac aieupre qu"' ee;p61D.ce do 
mina.r 11:1.8 J i ficu ll,,_.,i&s t~CD1Cé1S que podr{a ofr6cer la can -
p licada fonna d.c 1ae acus.c :1..0nea de e :md1c iÓo . Pero uÚn cuau
do l es r; ondic i ones s Oü de tipo souc lllo, s i su nÚmer o es su ¡:e 
rt or a m la <:Wtt.nuineciÓn de lé.tS constantes ofroce cnracte -
rfatl cea d1. f1cult~des que enscñ~emos a vence r m{ss adelante . 

A cont.inuaci ~n trl\tr>remos los 
ace , o 11ea cuanclo !J w ;-¡ ::tn.C.ic.i r.ae .era t:1 

dO h ay lC.l.áa de;, tl1 \,; c. •. ,._._ h .. hJll¡j 8 IJar a las m ia UlaB 

dos Últi mos ca 
constautea y ct.m 
e ons ten tes • 

Sin embargo , ¡,r ima r e pasuremoo un ~todo gene
r a l de r eeoluciÓu d.e dcuacioues que será de gr~n uti l i dad ~ 
ra e l desarrollo de l capi tu l o . 
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APhOXI {.t ~ ICJ.';F,3 8f..;C.c:sr¡ AS : -- - - - --- - - - - ---
S.i su tiane una ecuaciÓn ~ 

y = fl,·) (1) 
, 

y qu.~ ~no~;~ encortr<>r un valor do y que satisfaga l e ecuacico, 
¡.~e 'i..x:~cs e <re b.:t;u.e: 

buer:en~.o un V"lcr y 
0 

que ea.ti..:~faga a:¡:r oximaU.a

~ente 1 eCUE-I'J~.é·1; Ja i~tr..:duci:roa en (1) y caJ.culr.moe un va
ler j"l ~ 

s~ ne0~i¿a eate valor Y¡ 
(1) y ce.lc .... l.ewoa un v"lor ~~ 

Y2 = f(y¡ ) 

coutinuaod.o por este ~todo ac llega .e : 

lo introducimos en 

&cer los reu . .;~plazos an~ricres eq¡¡ivale a te
Dt> r u. coa se rit: ~ 

, , 
yP cp¡e Yn as ' ' ttco'ir ' "!{; r.3gar::iOl& a y 0 las .Uf& rene i~>s e!}_ 
t _"e C.:o~ s olt.cic.l(.;a ..:üLt.:gu"'s y outenid'-IB en el lJ;rCY'eno ;le 
a:¡_,rú..n.me.ciones •ur:eaiv-m . P"r>. 1' •:; nu"•o>'..r) r1.:':t >d.:> th: juetit'i
q_ur.;, es•..a se:-ie lE..x. IJE:r :LV~::2ót.nut:. 1 JLra lo cual deoe ver i 
fic::-rsd, !l¡..licendu el cnterio de D'Alenbosrt ~ 

2q < 1 



lo que equivale a: 

o eea; 

En este caso 
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f(yn) - f(yn-1) 

Yn · Yn-1 

f' (y) ~ q < ] 

~ q < 1 

a< y< b 

O sea paro que pod.emce aplicar e 1 método es oe
ct~ear1o ,que la tl.eri~d.J. sea lllL.:r~or que i en el intervalo de 
variacion de y •. 

ea te método. 
Veremoe- un ejemplo paru .ac larar ~1 empleo de 

Ieaolver lu ecuaciÓn; 
2, 77 

4 o 
3,5y 

e = 5 Y 

tantearemos t::.lgunEaB soluciones. Veamce ~ 

y= o 4 - 1>0 . no etrve . 

Veamce con y = 1; dá aproximadamente: 

y '""1 60- 35=25 >5 

Con y = 2 queda aproximadamente : 

8::>0 - 1.100 < 10 

• 

luego la soluc iÓn estará ca:nprendida entre 

l y 2 o sea : 1 < y < 2 

.Debemos ver cual y de la ecuaciÓn debemos des
pe Jar para tratar de e ale u lar 1 o . 



Si ponemcs : 
5 y 

• J..,..¡,J -

= 4 e 2,7y 

y - f(y) 

e e vé quú f ' (y) es mucho mayor que 1 par a les val or ea do y 
canprendi dca entre 1 y 2 • 

. E.o. gener a l e onvione despeJar aquella y que pr o
duce más :vari ac i Ón . IBepeJamcs entonces ' 

2,71 
10,8 e ... 5 
4 e2,7y - 5 Y . 

f '(y) < 1 para 1 < y < 2 

propoogamoe e auo a oluc 1Ón 

Yo • 1,11 

Y 1=-1- l n (4 e~ - 5,55) 
~ ,5 

1 ~ yl .. 
3

,
5 

l n (80,76- 5,55) .. 
3

,
5 

log 75,21 

Yl e 1,23 

y {'.S ! ee conttr:n.iu calculando Y2 ...••• etc. 

Este ,eiAtema d~ reaoluci~n de ecuac i ones pue
de aplicarse s. l~ detC;rm1nc.c!.Ón de constantes . 

ParA ello , e i se t1 ~ne m conota~tee , se e l1-
n.t1nan tcdé.S !IWIJ.oe una . Entc;ncea l a ec~a.ciÓn queda, siendo e 
la e CllStante : 

, 
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'F(c) a O 

luego se trata de escribir la ecuaci Ón cano: 

e "" f( e) 

de modo C:'.lC e: e 'c:-!.:'::.1\.e q..tc ; 

a<c<b 

En dt..guiJ.a t:Je resualvé la ecuaciÓn cano se ha 
explicado arlt.c ... ior.:¡c r.to . 

('@_Fti__\llJ'Jl_ ~~T~C R C0ND!GT~ 
:&:; IG,J .. L l . .L ~~ ~ :. • .J D .... .;G1lS T' r, :L3 ; 

Ve!\ llJ. e u:1 :3~9~~1<) }>8.::-e. ¡!p::-~na.er u tratar cc.-
81..6 6U q\.la lab ..:v!l&ttilltE.d et:~tán (jn formaa di!Ícil.es de re -
eober. 

Pl 
í 

p / 
1 

........ 

1 

L ,/ 

-.--- ... 

1 
1 yl Y2 ' 

..L_ 
Xl .X:2 

Se pide encontrar la forma de le cadena d.& lar
go 2,5 entre loo -puntos (2,1, ; 1,6) y (3,9; 2,2). 

Sabemos que la ecuaciÓn de la caternaria es: 

y Yo X- Xo 

coa h p p 
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siendo las constantes x , y0 y p por determinar . 
o 

Impo~amce las condiciones de que pese por P y P 1 : 

Yl- Yo 
b 

X] - Xo 
"'COO p p 

Y2- Yo 
e: e ce h ~ 

- Xo 

p p 

Sabemoo que : 

L·r v 1 • (*)2 dx 

X¡ 

.,..2 

( 1) 

(2) 

• L. j ( 1 + aen2 cce h x - Xo -dX 
p 

xl 

p r 
x¡ 

L =~sen h 
X - Xo 

L e p [sen b ~ ~-Xo- sen h 

Bagemce; 
xl- Xo 

P ~ml Y 

Restando ( 1) de (2) ee tiene: 
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ml+ m... = 2 sen h -.:: m.-.. - ml sen h -.:: 
2 2 

y (3) l o eecriñ1~0S como; 

L m +tn... 
2 e oo ---:1::--c __ 

2 
e en -:a 

p 

y dividiendo (4) por (5) qu ~a; 

Y2 • Y1 ml + ~ 
t .., tv. h 2 

( 4) 

( 5} 

Usando una tabla de f'tmc101l.&8 hipe.rbÓllc~ .oo-
teoemoe: 

y adem&a: 

ml + ~ • ar tg h Y2 - tyl 
2 t 

• a r tg h 0,24 • 0,245 

1 ----=--- = o ,97 
m¡ + lll2 

coo h 2 

Aa { tanando on cue ota que 

m2 - JJI¡ ., X2 - Xl 
2 2 p 

la r e laciÓn ( 5) e c.:: reduce a : 

L ~-X:L 
X2 - X¡ 2 p 

~-X¡ 
0,97 '"' seo h 2 p 

Haciendo ~ - Xl 

2 p 
., u 
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{6) ·----u 

.Esta ecuaciÓn ce la c;pe reprceonta. el escollo 
en la determirlaciÓn C.e las c-oust(nte:5 . La podewoo eac1·ibir: 

u ... ar sen h 1.62 u 

r.pli~,;&l.ll<.e &1 m~tooo dd aprmimaciones eucP.ei-
vas. 

'J.auteanCA.o Bt: v:: que valoreA da u < J, 5 no sAtiefB.Cen de mo
do oJguno 11.! 9CUt:c iÓn. 

Con auto : 

, 
da equ.i: 

u > 1,5 

ur euu h 1,62 t.. < 1 

u • er St n b J ,62 u
0 .... .L 

u 1 • 1,62 u2 .. 1,69 u.3 = 1, 71 

1, '('2 

1,5 l. 
¡.=---- = 0,4 ... 

2. 1,72 

X o:: ),04 o 

X - X 0,64 
1 o.- ñl.l.- - 1,45 

Ji o, ..... 
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coa h (-1,45) . 2,27 . l,6- Yo 
4,4 

y 1C - 8,4 

Por lo tanto la ecuaciÓn quedarÍa ' 

y + e. 4 1 
'"' coa 0,44 

h X - ,3 1 04 
0,4!~ 

Cmo S<:; v~ c;l método de las aproximúeian&s euce 
si v bB pOJrmi te trR.tar e u fcmua general J oo orob lemas en que 
las 1nc/~nit~~ ee r=c3entan on forma difÍcil de calcular. 

CA.r:;;o :E.N r.t_VE l!:L NUMH:RO 1JE CONDICIONES ES MAYOH 
¡,¿u!!: EL HUMf'Rí') nr: rc!fs~":'"ÑTI!:~: 

A) l!:cuac1ome lineaJI)B: 

una d.~ la& oxpreaionea Illbs Bt;nc11laa y que més 
frecuentemente se ru;,ccR 1 tt1 ade.:ptnr e nayor nÚmoro de .co.'1di
c1olla3 que conotantcs uiopouibks es la funcioo lineal. 

a+b x 
, , 

Veremos en ustt.~ pnrrafo tres metodce para cal-
cular las conatbntes en eatoe cooce . 

) 
, , , , 

1 Me/todo grafico: Supongase que se nce da una tabla de 
vr.l rus x e l 1 que sabemos eotán 11-

gac.lae por Wla ecuaciÓ11 linl:bl. 

E 1 m~tcdo e onsis te en tomar e Jo a e oordenadc:s 
! E: l y marcur en elloo loo puntos dados por l.u tabla dl;j 
valores. 
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Y,.. 

• 

t. 

' 
1 

- - -- - - - - --- - - - - - ·- - - ---~X 

En E9{;"!lida pe.ann:a> pcr es~ puntee una recta 
de mod.o <:Ue :¡\..;de t.;-m:t.rudú!lt'Jl•te Ct;n"';.r.:!da respecto a estos 
o eeu que e &lfooo ltlacs tlo la recta lee puntos es tún igual
mente cercenes a ella . 

En Aeguida, temamos doo absc1::H!S cuclcsquiera 
y medimre la or;df'!n;c.~ cor::.·c.spo:1dien'te. R~...emplnzw1do estos va
leros ~n l.Ll. ecuuc 1 on at- JiUau.en u 1.c ontrar ~ y ~ . 

Vere~c3 uu eJemplo . S~;.a une. tabla dll valoree 
qU.e d~ la t eLI¡-<H'El.'\.Ut'b. Ue EibU 111c1Ón 8 del egua en °G en flln_ 
ción ie la presiÓn p en llml de B8 . 

P' (l 

518 89 ,8 
558 91,8 

• 598 93,5 
638 95, 1 
6?8 97,0 
718 98,5 
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Dibuje mas un gr"lfico con :!.oo puntee, tanando co 
mo abacisae E y cooo o::do:lt.J.·.s o • 

Para E. tomPJtr.e c~o eecala 

l IDill d.e Hg o: 0 1 05 CtllR , 

y pern O 

Dtbu:'l..,on '9) e~;· J.'!co d3 la. fig . 3Y ll..lego,~;e.
sali<Y.l la rE-cta p:)l t-'rr,::~ l..u p..liJ"i:oo . Luego elegimos como aba 
c1BUB , 

ea tiene : 

li = 5 00 
1 

y 

y 

o- ep+b 

E$ • 500 a+b 

(Ver cuadro en _la pág . siguiente). 

98,4 e: (W a+b 

y rQSt'l!ldo (2) de (J.) qu~dll ~ 

200 (:1.'• 9,4 

dtJ doud~: 6.• 0,047 

y Nemplazando un ( 1) : 

( 1) 

(2) 

• 
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e " ' 10ot 
98 , . 

' r ·--- ------ -- -

95,1: 

93,5 ... 

o seaa 

558 
--+-·-. ..--- . -
b90 638 

o. 0,0117 p + 65,5 

que es la ecuac iÓn buscada. 

-- + 

+ -'-· . -> 

6?8 ?18 p 

Veremos a continuaciÓn otro método aproximado. 

2() Si tenemos la tabla do valores . de x e y cuya re laciÓD. 
aabemoo que es lineal, podemc:e ocupar un método aproxi-
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-mado par& eucontrar 168 constantes de la • ecuac1on. Sea la 
tabla: 

X y :Vc'llc. Y cale -y 

1 
4 ;·r 13 1 437 o 

:~ 1 :.~e 1448 o 
,_ l ~Go 4:)9 -1 .q 

' 1 '.C9 470 +1 ··;1 

,..., 
1 t "O 43 1 +1 ........ 

1'"'1-;¡_ 

1 (2 
492 o 1 _, 

"r:: )02 503 +1 ' / 

Se 1¡n on'=' lb condiciÓn de que la recta pase por 
doe .::untoc llL e E: ·-r .... s d..J ;nodo ~ue no que:ien ni C;:n loa extre 
IDUB nl Oh t.:l c.:n.t ... ·v, v s•ju t:m etjte CLISO, por eJetüplo, elegi-
mos: 

X = 15 y 

E'lft,O'ICCl:l : 

' 
1 '·3 44 

-JI-. :_ -- ... ""1'f Q 5, 5 
X -'i o 

~e t1tnc; 

y =- 1.48 + 5,5(x - 15) 

o seu: y "" 51 J X + }92 , 8 

HaC't~moa ln rtif.;~r ncif.t entre e l y de la tabla :¡ o;l 
y cale tlaclc r ::>r 1.ll ~ • .c,ün y al loa err":)roo qt;e se produ-
C..Jl• oou aco..,tal.h .. s, llt..wVB l'OUU1.Ü to dl :t~rob.LSmll; a1 no deo~ 
moe }"tjflOlverlo por (¿n método mÁs preciso, cano el que sigue : 

3) M~tvd.oo de loe cuadrudoe ruÍ11imoa ; Supongamos que para 
determinar doo cons-

tantea ~ y b de la ecuaciÓn; 
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y•a + b x 

te~an que aatisfacexse .N condic iones; siendo N > 2 

Se tieoe$ 

y • a+ b 
n n•l,2 •••••• • N 

I~o será, en gener al, pooibl.e cumplir can es
tas ex igencias. Por lo tanto noo contentaremos con hacer les 
d.1 fe re~~ ias J 

y 
n 

- (o. +b X ) n 

pequeñas en valor abeoluto, para l o cual pedimos que la ex
preaiÓn $ 

~ 
I = .'3 (y - a - b X ) 2 

1 n n 
( l) 

sea mÍnima, 

Para 1<... reo oluc1Ón e :meda del rrobl.oma nos val 
d.remos de métoa.oo 6Studiad...e en ol ca1Jttulo de Eatud!stica.-

Sea: r: N 
.... 

•Xn ¡; yn .., 
X • 1: y .. l 

N N 

y hagamos X - X= U y .,. y= V 

luego; u=v• o 

ya que: 11 ~ 
~ un :& Vn 
) -

u - y V • l 
-N-

N 
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Tenemos : 
Yn - a - b x0 • y+ vn - a - b(i + un) 

.. VD - ( ll + b i - y) - b Un 

• vn - a'- 11 un 

y rl;)emplazendo en ( 1) resulta: 

flerv e CIJJO 

!'1Bulta 

Ahora~ 

luego: 

I= 
N 
~ 
oJ ( "n - a ' - b un)2 

1 

cJI N N 
--"' Oc:s - ~ V + N a' + b :z iJ a' ... n 

1 ' 1 

~V e ~u • o 
n n 

l\'"' o 
(} I O N N 2 _ .. 

e: - un vn + b ~un ab 't 
1 1 

N 

~ Un vn 
'b• 1 

1~ 2 
:&u 
l n 

Un 

, 
P.a 1 oo t~rJ.BI!lOS e c;;mo mejor ap:rox imac 1 on 

o sea: 

V b U 

y"' y +'l:(Xn- x·)(Yn; Y) (x _ i} 

l:(Xo-i) 
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El coefi ciente b podré. calcularse eegÚn l o 1nd1 
dado en Egtad{st.ica por medio de prcmedi oa proviaorice x ,y

o o cano sigue: 

Y = Y - J'o 

--
b= X Y - X Y 

x2
- -r 

una vt~z calculado b, obtenemce a d6 la ecuaciÓn; 
1 

a+b x•y 

con lo cual queda resuelto el problema. 

B) E"euacfonea no lineale'S .-

I lu.a tr~eruoe la forma dlj ;e roe e de r en ~s tc.e e a
sos con un eJemplo en el cual la ecuac1on de relac i on tiene 
roma complicada. 

Se e un&. t~b la de va lores en que se noe dá el 
r~ro de hal:>1ta.nte:; de Chile erJ ~illones, segÚn datce obte
nidos en loo ~enaoe de loe aiillrentea añoa . Designaremos e l 
uÚ100ro de hab1 tantE:;S o poblaciÓn, en millones, por p y les 
añté e on la v aria.b lé t . 

t p 

1875 2,08 

1~5 2,70 

1907 ),23 

1920 ),73 

1930 4,29 

SeéJÚn la fÓrmula lcgietic a de l oe habitantes oo 
Chile, la relacion que liga las variables p y t es ~ 
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A 
( 1) p .. -C ( t- :J3·(5T 

a l-+ B 

en la cual A,B y e son conatcntefl qua dobemoo determinar. 

Ce.Jcnlf'moe Joc vt.üc\C"AS Rproximadoe de las cona
tantos, reem:¡,.l.~:tz.ando on ( 1) h.a v .... lvroa correcpot~dientea a 

Con oc t "J ot-tc n~moo : . 

y 11 Wlt;tr..JS : 

Ho :- 3,0 

rimA + CA o 

B = B0 -t 5 'O 

e .. e + S e o 

Des erro llemoR 
J:! .... f(t ,A,B,C) 

se <'bt i o ne : 

n = p .... .t>u ~::: ¡ 
J.' .:¡ Aoo\-

y c!i'v 1d1endo por Pn s 

• 



_1!. - 1 
lm 

He.gemoe 

1 
"" ao 

A o - Pn 
"'Su Ir~ A Pn o 

(t 1875} l_ Ao _::_ Pn) _, 
rn 

"'o 

<::ntouces la e.cl.Aac.:iÓn queda: 

vt..l r...~e 

ce de 5 

un = !l.0 S •\ + en o B + r n Se 

CaJ.G. t! wd ~)!. ;1e"':"t. caae cano cbtendremcs loe 
dO un, en ;., n y ... 1..-n t::..:! 1 O:J os tt.:b.i.ec~:~r~:~mus un siete-

~ , 
ecua;! .: . . e- 1iüt.B_.¡.t".9 e n 3 ·.n~r.J; •• ua. 

Ve:.:r~·nc·e ci"Jlllo re.a':>Jvtr el aw~c.:ne, Su tiene co
!!lC oc~J.a,iÓLl genr;r-1: 

\1n = ao b A ,L ·1n oB + ru Se 

6'1gtt16ndo sl m&tc-•1 o ·Jia to en e 1 rárrafo ante
ricr, ha.remoe ~intme la c.:-rr~..;s .:.c.1: 

I -
1 

N ... 
rn L4 

- 1 
... r:; 

N 

• 
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u0 • u • z0 en - e • wn vn - r • vn 

3e t1ono: 'W ,.. Z .,. V e O 
, 

ealcu l omoo l a ex¡.ros i on: 

~-a.:> bA- en B - r 0 Se• u+ z0 - a6 h A -6B(:wn + e)-

e(r - 7:i) 

u11 .,. Z-y¡ + (u - a 0 8 A - e b B - r, 8 r.) - oB w
0 

llagamod ~ a: "" e: ~ :t + e· S ~ + r S C - u o 

la ox¡:.::-an1 ~n Cl\.tüC.71 . 

u . = 1. - "' - b·B· ·~~ - S e v • u n · n · o 

o Eeu ; ~ 
I "''"" f t ~ . , , z. ·- n - o B w 

1 o · n 
ÓC v

0
)2 

I rnpon"!lmoa l n e O!".d t~ 1 t•n do que a ea c.!{~limo. 

r:ero r; q:no 

se t i cno : 

a.r 5 
ai: ' "'0"" t- (7nt _ 'a ' - bB. w

0 
~ Se vn) 

e:: ., 
O - ,, - ~--~ 

1 

5 5 
~ + a' ·• 5 +. o B ~· w + Se t vn: 
n 1 n 1 

e¡ • ? ! 
= ~·· .. , ~ .,_ ,, 

n .J 

1: 1 
Vn e {) 

,., 

a ' = O 

oc vn 

(2) 

... 
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5 

iJ I e: o = .... - ( z
0 

- b B v
0 

- S e v 
1
) w

0 -a(1)8) J. 
5 5 5 

o 11: - ... 7. w + ÓB ~ ..; + ÓC ... V w 
""' n n "" n n 1 1 n 1 

5 2 5 5 
o ;p :; w • 8!; :; V w = 1': z w 

1 n 1 n n 1 
n n 

bi 5 
-aTo7f o ::; - (z - S~ w - & e v n) ,n 

1 n n 
' . 

5 ') 
2 5 

ó .:3 :: .) e ~ e: .., 
'1¡~ V + .., .. ~ zn vn 

l 
,n n 

1 n 1 

luego: quoda Ul.1 ais _e ... é! c.e 3 ocudc lc.núB: 

~B ~ u 'W V + 
1 n n 

1. w 
n n 

(') ~ 

(4) 

Ho.c :!.endo e 1 ciku lo de 10e va lores de Dn' u 0 , 

s 0 , y r 0 se obtiaüe; 

Ph ~ un~~ ~n 
2,00 o,o4o o,5vÓ~o,coo 
2,65 0,019 1 0,446 13d00 
3,10 ' o .1 042 o 1 40 8 1? 1 ~e4 

,,60 0,0}5 0,}57 241 1']) 
,o o 0,075 0,167 27,500 



Con eatcs valores hacemos el cálculo de las 
expresiones que aparecen en el sistema, obteniendo: 

ü .. 0,0425 
5 

T. ~ = 0,0650 
1 n 

a ·0,3776 
5 
~ V~ = 2B} ,680 
l 

El sistema queda entonces~ 

r = 17,0428 

a "" O, 125 o 

o, 125 b.A o,y;Bv D + 17,043 Se= 0.01~3 
0,~5 b R + 5,029 b C = O,C04 
5,0::9ÓB+2Ü),63C ISC-= 0,580 

cuyas soluciones son ~ 

S ti = 1,41 oB'"'- 0,217 

O sea, se tiene: 

Con lo cual la fÓ:rmu1a as S 

quede.ndv e on esto resut.~l to e 1 ¡,rob lema. 

para lJ50 
1960 

Calcular.do I: par'-l. 1950 y 19 60 oe obt1ere : 
p "' '5,295 millones de hab . 
p .,. 5,682 millones de hc.b . 

Ccmo ae vé el valor para 1)50 ee bastante 
aproximado. 

1 
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SERIES N U M E R I C. A S 

F.n este capÍtulo estudiaremos algunoo métod.c:s 
J?úrfl cale\.:. lar ep::o~ci..núdqmente el valor de l a euma, de una s&
rie y e 1 el'l'vr cou que eeU. ha e ido determinada. 

E~i~enteuente que antes ~e t ratar de eu~r la 
serie 1 debem:oe aaep:ure.rnoo de su convergencia~ Sin embarg:o, 
no :r;eaare.~<.:s El1l..:Í 106 c r1ter11.)8 .ha.bi tualee que se ccupan .pa 
r a d~tbno.inar la. cvnv~~encio v divt~r~encla de una aerie ,y -
que son mnte~ie de~ ~lgebra Suf.8r1or 1 .F31no que trat.t;rotllae 
aJti'l.lnoe cr:itvrics pracUcoe que tienen gran a¡:.llcacfon ,¡,n , ,. 

ll:w series llWil.&r1cas . 

·Un criterio de esta espec ie lo constituye el 
uso de series- ma.y.orantee. Eate criterio se pod;p{a enunc18.J' 
de le. siguiente r.!&'lera.: · 

, 111:11. ul!a serie de términce pes 1t1vCé tiene unA 
ma.yorante coiiVel'be "ltc , us~.a serie es convergente". 

Unf\ serie el:l · mt>.¡yorante de otra cuando cada 
uno de lee té ruines de la. primera es :oeyor que e 1 correspon
diente de la segl.liJ.da. 

Vururuoo: ulgunce tl¡..cs de series que vtdemoo 
usar e cmo inayorantee • Si tenetl!OS la eeri'e s 

8 1 + ~ + a3 ...... ( 1) 
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decimoa que la serie : 

· ~ a q 
0 

(O < q < 1) 
ce 

es meyorante de ( l) 1 a i se tiene que ' 

o~ q < 1 

Llamemoo: 

y 

entonces: 

S = 
n 

a
1 

+ a2 + a + , ••••••• 
3 .• 

B aú l+Ei 
n n+ n+2 

+ ..... 

Si swnam~ la ,_brie (2) tenemos: 

2 a 

.. a 
n 

q + ••••• .. r:-q 
, 

y ademaa a abeocs q'l4e : 

8, + 3 0 + li '!2 .._ • • ~ t , + 8 qll-1 e n 

su resto va k s 

y entonces se debe tP-n~r : 

'lti _.,.__ 
l . 'i 

1 Bul <_u-~~ 
1 - t 

1 - ~n 
1 - q 

De igual modo a 1 tenemce nuevaJ".OOnte la sori e ( 1) ; 

(2) 

( 1) 
, 
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decimos que : 

I 

ee mayorante da ( 1) s 1 se v.:n 11ica que s 

y por lo te...-1to e 3 de. bo 't~'!t~:r quG s 

p¡oeto (,j,Ue : 

1 l 

1 
R 1 
ni 

+ + 
•(n+2)2 

.. a 
"'--

D 

. . . . . 
"' (_1 ___ _.!_) + (~ - _!_ ) 

n n+l n+.L n+2 

+ •••• 

1 + • • • • e -
o 

Si coml,!(n'<lo.oe la serie (2) con la ( 3) vemcs , , 
que la prilr6ra cOJNerge mas rapid.amente que la segunda, por 
set" al ref1to e• el prin.3r co."w oe:10r q_ue una fUnciÓn exponen· 
ciúl du u qt.e th .. ntle ha<.:ia cero, mientras que la segunda ea
inferior a una potP.nr.io. do n con exponente negativo . En efec
to: 

siendo: 

a _cf__ 
1 - q 

p=~ 
l 
q 

, 
Suponemos que el lector sabe c¡ue una .runcion 

.IJX 
y "' A e 

1 
A>O, p > O 

p>O 



... 

crec e cuando x--HX> méa r ápi damente que t oda 

B > O, m > O 

es dec ir que se tiene ; 

Por , 
ca le u l o a 'igu 1er:tte , 

tenemos = 
1 

Y¡= H 

luego : 

y2 
--~· o (x -+ co) 
Yl , , 

l o ne"'U'9 es ft>.c il veri f i car esto por e 1 
Geu n un er. tero me.yor que m; 

(p x)n 
p X + • ' • • • + - ;::¡-- + n , 

>. 

. m 
Y2 <-B_!_ ·"" 
Y 1 J.t nl.l n 

--r - X n. 

1\ n ~ 
\)1 
---+0 
~-m 

..... ] 

Podí3]:lte dc.cir que (2) tieoo bu~:~na con7ergen
cia y que (;) tiene ~ bHu ~~r.": ~:a. C v1:· .... t¡.t;e ~ .J..a.¡ p¡e~, si :Por 
e ~erupln 1 , tr~remoo a = l ¡ ql.e'~6':l' J o' rt ;:.e :· 1.r ru-,a de una e e -
l 'iCJ con 2 e il'rm J.ec :lmalas e o !"rae tus , el:l decir 1 B j .,... l 

I. ~ 2 ,0U() 

necesita'::lo:J cal-;u l a r 2,000 t~:v1.l· o~ · de la (3); en c~'lr.j'):lc 1 pa
' ra la m:iata.a :IJr~cle i~n en (2) 1 con a = 1, q = 0,8 bt..a tt:~.rl c on 

?O t~rminoe y cue.ncto se tel"ga a ... 1, q"' 0 , 5 baatar á aún c on 
l2 t6.n:inoa • 

ea ~ 

Otra serta que podemoe ocupar e C!llO tt~ayorante 

a !: a e-a + a e -2 a. + a e-3 a+ e. e - 4 a .t • ••• • 
-a. 

en es t e cese s q · ~e 
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y cano tJ e debe tener q < 1 

debe eers O.> O 

También poe.emw dec 1r. qu& si se tiene una ee
r1e d;verg~nte que eR m1nor ante con respecto a otra, ésta 
tambicn e.1 di'Vor.;e!l":.e • 

Si tent1mc-e la nerie t 

..... 

que sabemos q_llA ea d.J.Vel·gent~, t,mnbtén lo serÓ~ 

1 
1+ i(2 + 

ya que c'ádu. t.énnino de la segunda es mayor que el término co 
rrespooi!ente de la 1 r1mora , 

; 

Hhoru 'hien eupongaae que teneme9 una serie ;¡oo 
Rnbemoe corverJcnt e y C.e la cd'al quereuca d ..J t::rmin:ll' eu su
ma . S i le encoi.tl'awoo a e~:~ ta ael'ie una mayorantt, y una m1oo
ruote cuyos re~:~toe conozcrunoe J:lOr1am.(ls ;calcular la S\lma de la 
ae~.le pr oput:t . .lt'l. con cierta e.p~:cx:cb.lacio., oncc. ... •rando el reato, 
entro lee valo1es tlaJ.oe por 101 reatos de l.lia series mt:!f~ 
rante? m1nornnte . 

~ 

Jlclucrcn.oa d sto con un t:~Jémplo , Supongoae que 
qnerl moo e aJcu) ar ).a 8\H"a do la eerta J 

'R 1 
••••• C'fi¡J 2 

1 n 

la serie S .Dehem09 buscarle unt\ mcyoro.nte . So~ 

l 1 l 1 1 1 + 2 + b + 12 + 20 ... 30 
(1) 1 

+ • " • • • 1 +; (o- 1) n 
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estud1amoe el valor de su suma y su convergeDCia. Podemos pG
ner la serie en la fonna a iguiente : 

+ ••••• -

..... 

o sea el témino jSenere1 ea; 

1 
(n l)n 

luego las sumas pare ialbe q1.4eda.n : 

1 
S = 2 --n n 

y en e 1 lW te cuando 

S "'" 2 

1 
ñ 

o s6a la Sdrit: es conver~6nth y vale 2 . Su resto ea 

Ccmpbl"emoe las eeriee: 

1 l 1 1 1 + .. 1 r•-e;-•w•w+ 30 
....... ... 

• 
+· ~ ·-i-· 1 + .......... .. S 

1 + 25 

1 + 1 1 1 1 • 2 2•--o•T 1.:2-" + .......... 

1 n .. 

( 1) 

(2) 

C amo e e N ( 1) ea :n.inorantEJ respecto de (2) 
y su resto ea 1 • ( 3) es mayorante reepec to a (2 ). 

n+l 
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1 1 1 Tenemos r n:;r< Rn < n " 
, . 

Ahore. eupongEil'le oue para calcular la BWD8 de 
(2) sumamos lcJ t~:::niGcs !.<1 :. to. Íu raya vel1:.1cal. En s egui da 
debemos cal.cu11::U' el vt~.lor a.el reato. 

Entonces s 

y 

calculemce S : 4 

per o : 

1 1 1 
84 IC 1 + 4 + 9 + lb 

R 1 1 
4"" 25 +"""54 + .. ... . . . 

1,000 
0,250 
0,111 
0,062 

1,42~ 

luego el mayor valor que JUed~ tene r el reato 
de (2) ea 0 , 250 y el menor O ,200; el valor ma.xim:o de la se
rie ¡uodc sor 

y el mÍ nimo : 

1,423 
0,250 

-r ,673 

lJ, 423 
0,200 
1,623 ' 

Por lo tanto pod.emce poner ; 

1,623 .e: S < 1,673 
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luego la suma valdrÍa ap r oximadamente S 

' S ...61.648 

Si buhi~ramoo tcmado 20 términce se teodr! a 

l 1 
~o< ~o < 19 

E 1 ~n·rol" de 1 resto serta en cote caso lti semi
diferencia entre lee limites de v~rie..::iÓn uel ... esto, o sea s 

1 r 1 eR"" 2 _1';) 
1 j 1 - ~o "" ?b5 ::::::-:o, 001 

e 1 error pa:ra F.4 at::~rÍa ~ 

1 
e~ = 2 (0,25(>- 0,200) =- 0,025 

mlis col'!lo t::n el cil~.ulo hemoo canetido errores de un 2'f., e l e 
e.rror total serÍa : 

O,C/25 + 0,02 

. 
oRea : 

, , 
Verem('S ahc:·'\ ur, metodo g~ometr1co par a l a 

eproc1ac1Ón del r&uto . Seo. lá uor.ie de te~ino general 

y supo~amce 

o. > o n 

R6pl·e;.;cm\,FG:a.ll.oo gr~ficamente esta serie lle
vando n en abscieaA 1 ~t en o~él•:;r..:::.~as . Podemos ccncóbir ca-. 
na termino dO' lEi eeri?ccmo .u. recta.llgulo de base uni tario y 
altura an , du mód.o que la. auma de la serie ea e 1 área tot a l 

eocGrrnda por la p'oligontil. 
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/\ en 

..... 

f) 1 1 
1 

. ¡...__] • 
2'" -, ---i- t. -¡----'-~lo---

Supungamoa aruplif1cado el gráfico en la zona 
del resto o aea düed.e el t¿rmino an+l en c.delantEJ . El vulor 

, -- , 
del. reato esta oado por la superficie de la poligonal, ee.;un 
la f~ura qao e if;u:;, . 

. 
1 . 
1 . __ _,_ - - -""'-·-"----

In h +T -ñ+GM'3 - -
l 

· Pace!Jl~ una curva por loo ,IJuntoe Pn' Pn•l' 
Pn+2 , P0 • 3,, •.. de ordenadas an, an+:I. , an+2, ~ +3, . ••. res]:Jec-
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tivamente . Entonces se tem:.r:a s.tponler¿do Dx fUnc i Ón decre
ciente)' 

R = n 
r (JJ 

a . .l+ 1 + an-+-2 + a n+) + •••• '.i ax dx 

n 

S i a'wr.a fi":'OO¡"":+,ffi!ice lee pu'1tce P0 ¡, P0 2' ••. 
h~cia la dr-rac.:to, t::l~o. 3.fl lt J ""t" t'l r,e c3epla zrn hacia la de-
recha en t.Ilú u1ü ad. y e .. :.oz.: .... s ttji.e:.¡c.:J: . . rrJ) 

R .,.a 1 +a +a.,.+ . . ......... ') Bxd.x n -n+ n .. 2 n .. ;) 

luego podemos 

El error del resto 

1 
(;; 

R 

o oe:1 

n 

J n 

r 
1 

r<IJt 
f X dx -
t L 

n 

n+l 

J~l ~~1 -~ _j 1 
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mÓto~ou . 
V') rY 01 J.:s • )S • .1 .l'li,tl Q3 del em¡.leo de e atoe 

,l 
1 ' 4 

cuyo tén:t1.no grm , ...... d..~ os; 

1 t ()(.)0 

o J 2:;0 
C,lll 
ú_()F,2 
e, ~1.0 
(.;¡ t 02d 

~S'~ 
.~., >= _, )...1 
~ .... = O,t,~ 
n e J •• f,!r5 

••• • • • 

l n e; -7!:--
~ 

O r.e :J, S'.:m:U:OD OX.'J,C temen te el 
··,¡ J.4 ... ¡;o ñ.etel'!IdnemPS r 7• 

1 
7 

• 0,1~~ 

r:: 1 o,o18 = o,co9 ~ o,ol 
~ 

.1. cr lo tc;ntc; S"" 1,645 ~ O,Cl 

Sih hub:lére..":los cclculodo r 
7 

rn -Jq:> ex 

n +1/2 

CCCv S 

1 
7,5 - o ,133 en vo.,. de O ,134 



2) SUu::J.r le serie; 
!.. 1- 1 J 1_ + _l_ 1- 1 
<f, J'J ~-1 ···;¡ :;¡~ 

+ ' •• • 

cuyo témlno gene:rel es: 

:... 3-0. 
(', ,_OG 
o ,e ~1· 
'- ,u~a 
O,OlR 

< r5 < 
, • ..o dx 

1· - -.,...... 
1' x(c.x + 1 ) ·'- . :> 

l&n: r.l:'·l'eCÍa.l' re; llv.:!"LS.t;n·lt.n.ua tr.;l~s <le lc:gartúuos,ye. ':lU\3 

lufl ,.eettl +.e ?íos tiFo 1 /'18 il~ :t.~"g -r:>l.t-'9 s"'n lOOE"rj trloa .Evite remos 
e~t it~"rt:e.~e.ltJ .~:: ::-cce~·~,_d., lcl sigu_ente modo : 
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, 

modif, c'Ull0t3 la l"'mc1 on rmh-1nt~ral de m0do qne a1.E't!lpre se • 
ytm C''JJ'p'-lr1::-d~"~ l f'q (!."<T1f:'·J:PP. 1~'3, o 'lo=!~ c. ~f' ..,l 1"\St,...,~ a1e~}re 
e;~··· ~.:l~I v t::~,t.:' .,:~..e :.1 t.~t..p,-{ 1 c1Hl. i"'..!..L• ;y -1~.:·J a. su ve~ 
edt<J. ~r~3. Pl.~ 11.>:' o rL.:r"" o:t~ •:Ji :nce~':•ll ·~:'t: 1'1. s•¡i·,cede. De ea 
t e r.C":!n re ¡-:uccb:. € '· 'o • .1.trer 1.4t.Jw::~::.ot:J q_uo ac p..todan calcU: 
la ... · un fO.~o'Il...l at-ncilla. 

luego nce quodas r 0,100 

r5 > 0,077 

O Bt;U : r5~o, 0885~ 0,09 

Por lo tanto$ 
S • o, )2 + 0,03 - 0,61 

y e r - 0,012 
, 

o1·r or tol quo bey que agregar loo 3 m1l.Beimc:s no eacr1tcs • 
.Por t'lns 

8•0,6 1 . ±. 0,015 

3) neoolvoremoe este otro ceso . Sea la seria: 

.! + .!-- •···• + •••• 
7 ~ 

Cc:no len mÓtodoo que homcs estudiado sÓl o son 
¡xll'a Sllli"'s aa t~l':n:l.noe }J<:x:il'ttvc.a, debe,mce efectuar laa dife_ 
r ene it:'l t:-!1 t~e ci"e ~oL. • l.n 1· dé rAe Mü r la. Proceaiendo a restar 
ob tunemoo l a nuv v ~ s G .r l:e ; 

TT 

4 
..... 2 

\4n - 3)( 4n =:1J' 
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O,ó67 
0,0'57 
O,C20 
u.1.n.J 
('1 "'( <; _.__ 

S3 .a:: 0,7-.J<-
, 

.Pr0eadienrl.o c<J'I'.o se e:-:pllco ..mtl:riormente cal. 

( U) ') ~-. r ..!) , d--
r ...: . - ::. , < - • 
5 ~ {4Á-)J(4x-l) J (4x-3)2 

o 5 

r < 1 
5--;4 

r,_> 
~ ... ó 

De modo ques 

luego ; S .. O, 7e6 + 0,004 



.. 
y ~ ntonces s 
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-~- .., 0, 1e6 + o,0c4 

Tl o:: ) , Ll4 ,i; 0 , Q2 

Cauo E.~ Jw 

e 1 e Ú l e u J o ci"' rr . y e . 11,; e 
.~~ \,q 4J , r ~e : •) .. e ,_;n.l,'~::~!l~.~nw para 

'lU*'> SA dtl UnP. 'if 1• 
1 ~ , •.: 1 

l" .. t , : 'J . , • o r; ~' r-.u ' .. 
1'6 J '-·'' a . .H... ::..a ..:o~· q~e 

¡,4 
-jr 

"':. ' ,, _ .. 0.'-*~ ,, ~· --:_ r: ,..... 'J • 

n r rob lemas en 
~· crn cierta 
_'.l .3 a 1 e l'r.JI' da 1 

..... 

hJ!.~ ..r ctl,.l ed l.u tiWltl. finita que pennite ~ <Uculnr rr4 con 
fí r'\ !.: .L.lH J.' ,8 • 

MO"J que 
e .:u;3.lor; 

El factor 96 es del ord~n 102 y entonces ve
tare"l~ q~, e caJcu~ar l a suma de la s~rle con 8 de
OX.Ht .s o :.:ea. cc..n un err or menor que - 10-8 . 

2 

S11bema:J que ~ 

y se deoe tener : 

o t:Jt~a : 

y por lo tantos 

de doade S 

e: 1 

2(2n-l) 4 

1 
4 

(2n-l) 

(2n- 1)
4 

10-8 

< 10-8 

2n - 1 > 100 

n > 51 

.. 
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o sea, que con 51 o ~ tél'tu:l noo e e t1.etlfl mayor prec1a1~ que 
la poc:!.da . 

4) DetemL'"l8 t' lo aum~ dfl la ee.ri FI 

~ + 
2 . 4 

? + .. __ 5 + ~ + 1 + L 9 + 
3 • 5 w.-:--6 D . 7 jC • 3 IT.7 36 . .1.0 . ... 

con un ~rror meno:r 1ue 0,05. 
, 

galcu lamoo el tArm.:.no de nrtteTl ~ que vale : 

a 
n 

El p·ol)Jema 1~ rP.a?lvercmoe por tanteo . Tome-, 
thOO :¡,r ln:..3l o 5 tu ...... L1c.a ; 

0,375 
.Q,l3v 
o,oS9 
o, <'4 3 
0,0::9 

S e 0~9-
5 

Tcn'31l'06 ; 

t":"c:'1Sfi"'I'!'lC.:!I.r:"B la cl"ntHP.d e ·tl:- 1n.._f.:;ral cano sigue : 
1 

r OJ .:¡ •• 

11 -·· ·,J r-.;'D 
- - 1 

a> ... d.x 
< J-

, x'2 
5 

Procedier.do do igu ... l modo ; 



Por lo tanto: 
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1 1 
§ < r; < 5 

o 111 < r < o ~ou 
' 5 

r 5 .::j O, 1)6 

8 
~ 

= 0,649 

T r:, 
~ 

.. o, 1;6 

S = o,oo5 

Iuego noe oaata con calpultU· 5 t~ !::t!no.J y a q_u& ~ 

r 

fi e r h •. blc :-c. .:."(¡Ji... l',f.lJ.c t.aycr o memor que 
; , 

O 1 Oc:; habria q~,;~.o h&cb: r:v~ ' .. .:J.0 H \i. l :.;::~ t' o hasta obtener e 1 nu-, , 
m~ro de tern1TlC"3 nc c f9P a:rio pt·r n l e· r r ecision pedide.. 

luego ' S ~ 0,8ú5 ± 0,044 
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• 

NOMOGRhFIAS o ABrtC OS 

i\ menudo e 1 ii~':lniero FlD la p-ráctica ae vé 
obU~ado a efect.ua.r J?.·gre y c'~<1.cre3~ c.i::c~.lJS numérices,al 

, l ~ anl :,.a .. Jt..B f0.:;m.. ;:.a c. ... m t!a:.aJcc que llU(;ee:t'ta bAtudiar o . , 
.Vl >' o• t ... ;.:. F:ce~uentemente es ne~esartl) ocupa ... una mismo. ror
~ ._._, ,, :1 gron numsro de vocos, solo que cambiando les datce 
ID,U..JJ. h.OJ . 

les Ah'lcoo com t!tu:¡Ju métodos grár1coo que 
per.nit<-n calcula1· rá,t~idt..JOOnte loe valoree de una 1nc~n1ta 
t~n f\1 1C 1Ón de los datos de 1 prob ~eme . O sea cuando hey I}Ue 
r;,~olver !IIUCha.c vE:.ccs una ecut.:.cioa con.v1ene hacer un grafi
co . 

Estoo abacoa tiunen eepeéial utilidad en H1-
dráu 11ca y en el cálculo de Estructuras, 

Tipoo de abuc oo hay numeres {e 1mes, pero aquÍ 
sÓlo t1·ataremoo lce llu.T!lance abacoe por puntos alioeudes . 
ü:n+,ro do este tipo tr:1.taremoo d.os sistt;mae de calcular les 
e lf.mon tea du e ll.:s , 

Prjuer método .: Para const:ru1 r un a~aco de este tipo son ne
coe o.ri\..'S loo o i~uie:.ntea de. toe J 

1) Conocer la ecuaciÓn o las ecuaciones que 
re lac1onan las variablba. 
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2) Co~ocer los valores entre loa cuales var{m 
las v ari ab les • 

;) Identificur él ceso par lii cu le.r con una for 
ma tipo de abaco . 

lm ndGlu.."lte t::Jn l os desarrolloe , mx será l.Ll es. 
o ala del e o;port a correspondiente a x, 

E J soporto de una vuriable ee l a recta o cur
vo que lleva Ja g'!'"oduar.iÓn e o:rr<>eponr'l.iente a l a vor1ab le . 

la escala l o el&¡:imos en forma conveniente. 

Por ejeruplo,s i tcnGmoe: 

V 
t-1 + E 

= 3;5 
.... 

o sea pOdtJLilOB :pone~: 

rt!) • I:'(M) + cSt(E) 

s1o'ldo ; f(V) e 3,5 V; F(tA) • M; c'l (E) = E 

S'J.!~P!lgrunoa mJ.o M var{a de 10 a 150 y qu~ se 
qL1c..ra r .. prt.:"' ... E;',' i ::..o'"!c <:U: 9l PCpC>:-•;o te~a. 13nt1·e lO y 
ai cw . ae :ur:ó:.. t:..ld . 1 ...... 111. a'\;; rE.:. ~.: Oü\ .. n.ioiJ.tee pues ; 

m.. 14 
-M=-~-~= 0.1 cm . 

15v - J..v 

PtJ.:w.;retiiQ:I u t't:«t ... d~.ir cano tro.W.r ulgunoe ti
loe de ecuac i onea por n:¡;¡cl1o ci.e eute ~r.etodo . 

'IIPO A . Sea la ecu~::.ciÓn : 

r(x) "'F(y) ,. ..;.(z.) ( 1) 

Para dibu~ur e l aboco prcx:ed.eremoe cano eiguos 



nitud&:J (:'.:.;. 

- 1::5 ' -

)l'n e. ~1"'~ T";;'1' 1 f"'' Y y _7. core... 1 , __ _ "- _ .ra moa .~..a.t:~ me.g-
'-.-V J [_, .. ..._ 

,. . 
• l ~ 

1-. 

1 '' 
- ... , 

(2) 

( 3 ) 

oertie!'flo '1A ,p_._, -e·t~ c'J::"Te"'a re y ~lig iendo l as eacalw 
e e o. v ~I-lf !¡ L.1.. 

, y .. 

n; 

1 -

• 4 ... 

,, ~ .. 

··-- •• 1}!; 

t\z 

.. -1 H 
1 
1 

··-··----~ F 

1 

1 

1 
1-
1%. 
j 

1 
>< • N 

·--...... S !¡;; 
.. ól"• .. ····--- l ---c-1 ~--

x, y, ~o0n 1')() co:pcrteo de lea re!lractivao veriablus. 

luAgo aibujamos el e j e x paralelo a y, y z de 
modo que se. t ur.Jtd 

A B .,. my 
Bc m z 
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51 hacumoa: 

1 
lll'l- :r~l 

n~x=---
----~ ~ -~ ,. _ _j 

(4) 

la ecue,.~ on f.) ,., ,.~.~ofer:o _pe.1·e loo valorea 
ul!.nct.doo ;x, y, z .;...,n la ..::~.~:l.'Jt..:'\•: :1J:::. C.C lr. e:.cal:1 : 

( 5) 

D;moatraremos esto ; 

T:'ezt n.lo I r; ;¡ C F pura le loo a A C, a e obtie
oo n loe tri ~u l~ s c;;IJW .1tmttiS D h G y F G H • Se tiene por 
e r:n"" trucc- 1 !.r. ~ 

y 

DE l'IB 
.::l 

e F be 

E e 
7a 

G 11 D 
Cll - .BC 

pero e e tiene t.a·1t-1f n ~ 

EG 
FH "' 

lt• ego Clb tenemoe : 

o bien : 

B G ( llL + lL1 ) '" A D mz. + e R m y ~ y 
lll., T mz " D e R 

:9 e -·"'-- "" --+ 
lT7/ úl 7. Lly m 7 

(6) 

sustituyendo (2), (3) y (5) ~L la ucuuclÓn (6) se tiene: 

f(x) e F(y) + (1( z) ( 1) 
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e on lo cua 1 qu.ada deme'E' t ~· .. r1 ~. lE:l. ::-r "'1p~.ode.d. 

y z crecen '3flJ."' ;1:!~ J· s ~,· ... .. -::, 1 

:reñcia ~ 

f . ,· --.: ,.. ~ '. ;· e- ' z) - \.; - ..... \ 

crecen en sentidoo c..pu~stM. 

C.:!.r'.ljai.aa sobre l. 
~u e IJ ur '1 la di fe-

Lá..irlo~ vn, -.:.(·es li lf.:IS varial:llee en las fÓrmu
las (2) y (3) se van ne.c 'e""l'.o :nar~a::3 iegu~·ares a lo l&rgo de 
los :~o:¡c--rtee -:c':l ::.e c-l.-:.1 ¿_~te..; quedau ¡;onvertidos en eacalm 
íU:lc.ivnu.:i.ds. l'.....t.1 t~BCA.J.r....;¡ y y z se pueden colocar en cuc~uia-

• - - t 
:r.a pooicinn sotre sus e j es pero por razo¡)Sa do simetrJ.a se 
p:-E.rb:~e e o~. ocac-~.3.1.- ct:ntru.daa, e on rbspecto a un eje hori
zontdl de siwe.tria. 

I'eru loct.llz!ir la escala x sobre su eje o so 
porte, se e lipt~n v alorAB ra .. ticu Ja:res de y y z y S(; traza -
una lÍnea l:1dic:e q1.L tletf..ru:i!.la sobiO , :_eje x-el vulur co-
rrezpondiente. n _pá..C'tir dt;; E:;Be punto se determina el origen 
copiando sobre el sororte ~na lorgitud dada r-or la f~rmula 
(5) . ~e:3mplazando en ello. el valor de x dudo por ( 1) para l<B 
valores J,Jarticulares de l y ~· 

Ve renes un e j0n:.p :'..o¡ 

Queremce representar la ecuac iÓn: 

+ ~ + 0.14 

en la cual: 

F 'rerfa de 2 .5 
L " u <-5 

a 6 .o 
" ?P 

E leg imoa para que loa a oportes tengan un laig-o 
entre 20 y 25 cm: 



- 1~8 -

mF • f :2) 7 cm y m • 8 cm 
6 L 

luego dJbuJ8Uloo las . 7 -
L 

S¡"'2 L en e Jos pa:.·e. k. los • 

eacalts g 

lueco elegimos ~ 

ya que : 

de d.cnac : 

IDR ,vale: 

Srlhemon (¡ue ~ 

A B m Ti' ta ar "- • 
.ILL 

A D ... 7,0 cm 

B e - 9,6 cm 

(V vr fig • en h. .iJD.:. • s 1gt.ient&) • 

. 7 
,., 

• V 

"' J 

-t . 'l * 8 

~F•7 F y 
5 

Hsra F -~ 5 y L"" -z6 ee v0 'lt.:e S • 15.14 . Iue-
~o a 1 a part! r del ¡.'U'! ~ ' /l. -" ni~ 1~<. tu que une "j:J y 5 
.:: qr -ti lí S e opi aw:w ha. .u1 "' ... J.":Lnu 

encontramoo e 1 origen de la eoca.la S . 

Loe datoo da l eJemplo loe podemos resumtr en 
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F 
G. O 

] 3 L :.56 - ll) .. 1 

l 
. . -

5.5 

r 
.. j5 ,. . 

j -· 
_r" - lb 34 1 

5.0 - j .. . r: 
• 33 r~ ,__ 

~, l 14 \ 
--J r- 1-

1- 32 

4 . 5 1 [. 

f· 
31 

' 13 L 
--¡ 

~-- 30 
4 . () 1 -: r. 

1 1 
29 l') -1 ¡, 

r_ -! 1 -
1 L 28 3 . 5 -' 

1 
r 27 

--·? , O 9,6 - ---1:-
1 26 1~ 

lO 1-
1 -- 25 

2.5 1 
una tal, lu s 

.EJe EF'Jcula 
.. 

Variacion Longitud de la eac~la 

F 
r 

6 .0 7(6 .o - 2 .5) .. 24 .. 5 ¿ ~ 1) 2 .5 a 
b 

2(36 - 25 ) "' 22 .o t 8 25 u 36 
S 3-37 9 .?/) a 16 , 34 ;, 37( l6 134-9, ,-;)=2,;.4 
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Existe un c:.éto.d.o gréfico de deta::unina.r· ls ¡;osi
e :ó11 del eje y l$ :DE;gni tud de le escala S, !ses remos a ver 
es~ rnétodc. 

Séa el m-s~o ebocc de la figura de l o ¡;g , 159 , 
~.t-Ónga.st~ que soore el eje F se quiére d~t6ltllit~ar uno lon
g! t1.d :1gue.l a 3 Vi)Ces mF' C Qno les umds.doa en la escala. va-

leo. ~ 'i f>E ~ co.C( ntr~r la magnitud de 3 oF, debet:lOa hecer: 

5 T . 3,0 .. 2,5 

~ igual modo 1.are r.G.L. Si que r el!loa calcular 3 
L'lL hacemos : 

3 • 4 = 12 

Lu~gc .t~rtier.do "lel ,r.-.J.cr F ~:: 6,0 medimos 2,5 
un:i:d~dea (o soe. ll~gnr ou 1 l ¡.¡ntc F = 3., 5) • Partiendo de 
L:: 36 med1mcs 12 m dadeP. y lle,3E':::lOS f'l 1 uo.to Le: 24 , 

Sl lu&~ o i.tnilllCs F • 6 ,G con L = 36 y F •3 1 5 con 
L = 24 se forur un t~rec1~ r ~ G rr . s· trsza:.'lca su dlegcnel. 
Vfi!!l(;S que se córt·n s~t:.n ul ejo S . 1~ distencia .D C es 3 
vocea la escale. m.8 • (V e r fig . de le 1 ag . 161} • 

¡..,_ra dem.oetrer este cc.nsitlerernos lse r ectas 
E H y D G • E H cor1:.a a S er • .d . Si ~ore F lo ettl:!entamos en 
3 veces le escele (q':le vir.-oe eq•,¡ .. v~l~c r 2,5 unidcdes) y L l o 
"i~tinuimoa ~n 3 ~ecee su bBCLlo \que e~uivrl1s P 12 uni
~~doa), ~~ ev:don"Le qu~ ~1 V9lor ~~S nc c~~lerá y 86 tiene 
qul.:l 1~. recta DG d€pc '">r~rr 1- rB . L.1.c¿c el eje S IaeA ¡..or 
el. }UOtO de !ntersecc_C.o.~ dt; lot cl.iC::g one.lee y es r.araJ.elO a l as 
beses del tra}ecio. 

t De :lgu.al modo }Jara la eecla m8 • S1 tenemow las 
rectlla E H y E G, al ::~umenter L en una m~nitud ; veces 
su escale, el per:na.necur F CC~nntnnt<:) • S creo-e en igual megni-
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P' o 
6.0 - - . 

J ..... 
' 1 .. -¡ 

5 . 5 -¡ 

.· 

- 161 - -

S H L 36 - -- - - ~ -------·-·. -

./¡_ 
.·· , -35 

l é 

1: 

---~--l 

. . 
¡_ 15 . 34 

1 

l ,-
, . 

-33 
1 

1=- 3Z 

1 

¡_ 
: "31 

L 
. 
l 
¡- ' 
1- l'~ ... 
·~ e, ' 1 • 
:· 

1 :30 ·-1 
!-
¡ -- 29 
1 

f 2H . 
1 ' ' 
1 ' 

~7 . ¡-
' 
' . 

u ... L . . 
' 
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-tud . Este crecimiento está dado por B C . Luego •bas t a divid ir 
B C por 3 para ene ontrar zns • 

Cano se car.preude e l hecho de haber elegido el • factor 3 para l..aB escalas ea e clemente acc idental, ya que AC 

lo se ele¡: !,) aef para t :mer m.,:wor !nterval o en 1.3.8 l4n1dades 
y auf c;:¡taner Ul.uyor :¡,.roclsi~n, pudiendo en otr oe cases elegir 
se cualquier factor . -

• 

' -, . 

1 
b 

- -----~ '"' -......"! 

.... e, 
-- ----:~ --~--· 

.· 

-----~·- _.___.-__ .. 
a 

Ct.bc hact:r nota:r que esta cot'lBtrucciÓn geané
trica ha sido 1nap1:r8d.a por h conocida prl)piedcd del tra
pecio; 

y que se puede ccmparar con la relaciÓn entre leS eecalas ; 

1 1 1 -=-+-
lllx ~ mz. 

Veremcs ahora el tipo suma en que la ecuaciÓn 
contiene cuatro vari ables. ::;ea la ecuaciÓn ; 

f ( x) e F(y) + 0 ( z) + t:.(v) (6 ) 

-



para resolver eate caso hacemos: 

a. .. ~(z) + ll.(v) ( 7) 

con lo cual (6) qu~da como: 

f(x) m i(y) + ~ ( 8) 

De este modo elida una de las ecuaciorlBB (7) y 
(8) wede resolverse; del modo oxpuoato anteriormente. 

Primero construimoo el ubaco correspondiente 
a la ecuaciÓn f7). El eJ~ a. quudt:. entro z y w y no necesi
ta grúd.J.o.ciÓn. La escala ma. vulfl: 

/ 

z 
" 

1 
1 · 

. . . . 
. . . 

m a 
mt mw 

a. lll2+IIlw 

a. w ~ y 

" 11. A. 11 

1 

.· 1 - .· 
~ .· \ • •01 •" ,_ 
~ . :w -tE! ,~ ' . ,___. ).; 

1,./ ~~ ~ • ~~ 
.·1 ···----·--·-··t er , 

•• ··---...... • :>y 
--~ ------..... ___ __ , ~ 

. . \ 
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Us"1"'1n la escala 't y la y se cons truye e l Aba 
copara h :Jc~=.c ..:. é!l (3) . El ~Jtl x qJ.eja entre e l a. y e l¡ y 
au _scelu .-ek : 

m . = ~~~ 
x llly..,. ma. 

El orteen .de la cscaln x ee puede t;~n~vntrar 
d~"'1C.o1.e \"alo:-E:3 pt.:!ti.:~...lur~:~e u¡ • .!: y w cano se e::plicÓ 
e..:l ,.;:¡- i 0l'LIU;; o~~ • 

I~~al!:ll.uHtt. lba die bunc i as entr e J.<:a e jos de 
r.·~ndt:.~ U.Ei las ~Rce.!.es. /1 ··e~t.s ne cor .. v ... clente tr:..naformar la 
~,.u~c1,;n { 7) é!.e mo=..o q.l~.; ce tel~'"' : 

e) ~ z) = a - ~·. ( w) 

l5X .i ~~.~.o nJ.c M:Í que l<:lB e.1~e ~ y'.!: aparezcan a un lado de l 
OJf;l. (Itig , ric> pe~ . 16f) . 

NÓtese quE~ las ftl.nc1 O'lC'B q'le llevan c. l mismo 
a1.['no algebreico cr~ ~en .;;o. el wi:n;:o s,;,1.tldo . 

CuP.nao loo abacm t encn más de 3 (;ecaleS co~ 
v1Pnn pcn"'r ~·nr· .'::'~.1-:::-c:ó d\..1 u3u .. w ~.;llc.e tt;l cano se colo. 
ét ... n -la Flg. j\:.: .r.J'~ . 163, Loo tftuloo de lee eiJcalaa d~ben · 
noJJ • ..,en. •a r;, ... _";e f"'J...,e""~o: deJa eacal.á y doben BE:ir brevt>s . 
(v .:r fig • e:1 k ¡.á¿ . e lt:;ulr..n .. e) 

Sea la ~cuaciÓn~ 
f(x) "'F(y) . \!(z.) (9) 

La reduciremos al t i po. A, tanando l ogaritmos : 



w 

. · 
¡- j/ 
~ ., . - .··¡ ... ~ .· ·- . ¡ ~-··· . 1 

¡·. 

1 
f ' N ¡a 

. . 165 -

Ct 

J.. 
1 , 

l 
1 

1· .•.. .. . . 
... 

1)< ·-lfo.i 
' X ¡a 
1 

.. .. 

y 
A 

log f{x) = 1~ F{y) + lcg !,>( z) ( 10) 

de aste ~odo loa 3 ejos p:lraleloa llevan las escnloa: 

lllx 1~ f(x) ; m 1<8 F{y) 
1 

ÚlfJ diota.ucios entre loe ejes y el valor de ll!x: 
ae d6term1nan de i~uo.l modo que en Etl tipo A. En e l caso del 
!JTOt'h.tcto las escalos dibujadaa eúbre y y t. crecen en el m1s
mo B ntido . hu:a el CUOCienta en que Oe tiene; 

r(x) • 21:1 
~ ( z} 

crocen en aontidc:e opue ~Stoa ya que: 

1~ r(x) ... log F(y) - 1~ t;t { t) 

• • 



y 

' 
1 
1 

i ~ 
1 >. ¡ .r;; 
lt¡,; 

~~ 

-----· ... 
. .. -~ .. ..... 

.. 166 ... 

X' 
A 

z 
Á 

. 
• • • • • . - . •. i, ... ... . • , •• ~ ....... 1 

1 

t -;:¡
r-..... 

i t< 
·--- • e: : ..:! -..... ... - ....)"" 

- - - - - - - - -l. • ~ 
--- -·-· ·-·-· -- --... ! 

V e remoo un ejemplo : 

8ea la éCUac iÓn : 

que queremoe representar en un abaco, sabiendo que: 

"W vur{a de 1 .000 a 

e ti ., 1.5 e 

5 .000 

4.5 

Ta.narido lcg ari tmoe, la ecuac 1 Ón queda : 

l 
l~ L • -2 

e leg 1mos l.ás escalas : 

1 
lcg w - ~ 

m.. = 50 cms . y. 

l 
log 2 • 5 - 2 lcg e 

lile "' 50 cm. 
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luugo d.:tu~az;.o..; 1<3 e~c:i "a~: 

5'1' 
:!. lrg w) 25 lcg w -. e 

<:: 

;e( 1 
le~ C) 25 log e 2 • y 

en a~P.a pa:--aleloo de n.od.o que las fUnciC?nes crezcan en d.1atin 
to fJI-lll''.jrlo . 

Si 1&:~ esci..l:.J.E l-6 W y e están a una d1atanc1a 
d"' .lt1 C'!!' • , la ese c:tla. L <:IU."I.!.IO! f .. 1tre 'tJ y C t3B tán a una dts -
tt.:l~· i ... ,,e J.$ cm ., la es-Jr ., \ L n::ed.a entre W y C a una die~ 
e .1.a ue 8 clll • J.1:1 e &la un .... , ;, _. ~i...e : 

la escala de L vale~ 

-
1'\ ~se ala L crece en el mismo sttntido que W 

ya qu.'=l en la 1"-J\\t.t.ciÓn tienen igual signo . Para. e"" 4 y W • 
1, 000 ., e tic>l.l.; L =lO . D.3 es te modo podemos detenninar el ori
gen de lt~. eeculu. L. 1!;1 cu.uc.l.ro de vtt.1ores del abaco es : 

Eje Esct~.la Vnr:!.:JciÓn Long. de lo 'osc~a 

w 50 1 ,000 a 5.000 25 1 5"·
000 

=> 17 48 og 1:000 . 

e 50 1.5 a 4 .5 25 1~~ 
1 .5 

.. 11 .90 

L 25 9 .45 a Y!> 25 lcg~ ... 14 .,o 
- i ¡ ' 

9. 5 

' 



w 
5 .000 -

__. 
~ 

4 .000 -~ 

L 
.- 3 . 5 

F
~-3. 0 

¡_2.5 
3.000 1 

·------ ..••.••••• _~ 2.0 
2.000 -

] 

~ ... 
__.J _, .... ... 

Sea la ecuaciÓn : 

bacemce : 

. 
·. 

--1.5 

-·· ... 
1..•- • • 

···"'· LO 

vuia'3les • 

. .. 

f(x)"' F(y) . O(~) . (.!.(w) 

o. • v(t) . t;.(w) 

y la ecuaciÓn ( 11) queda; 

f(x) -= F(y) • o. 

e 
- 1.5 
... . 

2 . 0 

• - 4 . 0 

( 11) 

( l2 ) 

( l~) 
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Cada una de las ecuaciones de ·tne var1~lM 
puede ser resuelta per lee métodos del Tlpo :a, co.av1rt1eM.o
las a forma 1(8arÍ tmica. 

a. 

.· 
• ' 

• A 

/ t~ 
¡:l 

t ,' Í?JO 
lO 

1 , • ''""' ;• ··¡·- .. t ,• .·· ···-··-----... __ 1 
..... "' ... 

Tanando legar! tmce la8 ecuaciones quedan: 

lcg o. • lcg ~ ( z) + lcg ll (w) 

lcg f{x) e lcg F(v) + lcg 11 

( 14) 

( 15) 

Se hace un abe.co p!l.l"llEi ecuaciÓn { 12) quedan-, 
do a. entre ! y ~. la escala de et esta dada por~ 

- m+m 
.z w 
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Usando el eje a. que no necesita ser graduado 
se hace un abaco similar para la ecuacióñ (13), quedando el 
eJe x entre l y e;: • 

liix ., m r.t. D1y 
ma + llly 

Las escalas se colocan centradas, por eimetrla. 
El ~ato ae hace igual que para lee a-.acoe de las ecuaciones 
del tipo A. 

l.cuac1ooos con ¿variables. 

Sea la ecuac 1Ón: 

HI::ICemee ; 

f(x) .. F(y) . ~(z) • ~(w) • b(v) (16) 

n • F{y) • ~(z) 

(3 • t\o(v) • S {v) 

( 17) 

(18) 

Luego la ecuac1Óo ( 16) quecla d~ J"" forma: 

f(x) e a.. ~ ( 19} 

Se hac~n abacos para las ecuaciones de a. y 0 
y luego ae comoinan para obterur x. El m~todo cano se e empren
de ea enteramente~ similar al empleado para les otree caaee. 

Para lee <:liBee de más de 5 variables no convte 
ne emplear este tipo d.E:I abacoo (por puntee al1neadoe) y bey.
que recun1r a otroe proced1:n1ent~ . 

go original. 
Veremoe un problema de aplicaciÓn de a-.acoe a;! 

, . 
Supo~ ase que en e 1erto ramo a e hacen doe tn-

terr~acionea al año. Una vez verificada la primera lee alum
nee solicitan que la nota de la segunda 1nterre&ac1Ón sea 
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multiplicada por un ciento coeficiente m, de modo que loe 
elumnoe que teogan mala nota en la primera p.¡edan arreglar el 
pranedio con la nota obtenida en la segunda y que lee can \ue 
na nota no pe lig :ren . 

~aturalmente esta medida conv\ene a loe qu.e 
tienen mala nota, ya que loe que no la tienen, no tienen por 
qué arriesgarse a bajar la nota praned1o si no oitienen en la 
segunda tan 'buen . resultado cano en la primera. 

Cano rrimer sistema de tratar el problema se 
propone e 1 a 1gu 1e nte 1 

para notes ~ 4 coeficiente 1 

< 4 caerte 1ente 2 

V e remes que tal resulte. e 1 e 1a tema~ 

a) Sea lo. note. de la 1~ interrcgac1Ón 4p 1 la 
de la 2a. 6, O: Pranediando se ti e na: 

4,0 + 6,0 ... 5o 
2 , 

, 
~) Sea la nota de la la. 1nterrcgacion ,,9 y 

la de la 2a. 6,0: 

1 

e) Sea lo. nota de la la. 1nterrogac1on 4,0 y 
la de la 2a. 2,0. El };;remedio vale: 

4 ,o + 2 "" .._. 0 2 .n 
, 

d) Sea la nota de la la. 1nterrogac1on ~,9 y 
la de la 2 a • 2, O • .3e ti ene : 
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3,o + 2 4 ,O • 2,63 

Cano se vé este sistema no sir.Ye, ya que en el 
primer caso (a y b) a todce les convendría tener nota menor 
que 4,0 y en el segundo (e y d), también sale perjUdicado el 
e on ~or nota en la la. interrc~aciÓn. 

luego debemce deducir una fÓrmula que noe dé 
el valor del promedio, con un coeficiente ~variable. 

Llamemce y la nota dd la la. 1nterrcgac 1Ón; z 
la nota de la 2a.; x el valor del prcmedio de ambcs y m el-
coeficiente de la nota de la 2a . 1nterroaac1Ón. -

Se tendrta entonces s 

X • 

e-!eg1mce cano valor de m; 

m • 

y+m t 
1 • m 

7 - y 
2 

este ea un buen valor para m, ya que si el a~o tiene 7,0 , 
t-D la lu. 1nterrcgac1on, ~ Justo que la 2a. no tenga 1nfluen_ 
cia (m =O) y si tiene un 1,0 en la la., m= 3; lo que es 
un buen coeftcit3nte. 

.. , 
luego reemplazanio en la ecuac1on queda: 

, 
2y+7z- y z 

x~ 9 - y ( 1) 
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siendo l.& var1ac~on de x, y, r. de 1 a 7 • 

.Para resolver esta ecuaciÓn constl'Ui:remQI uu 
alaco de puntoo alineadca • 

, Evi dentemente que no tod.ca lcs so¡,ortee de ea-
te a'!laco seran rectas paralelEIS, de modo que dei eremca dater-
m1nu.r .b ecuac i Ón de uno de los soportes de modo que se ver1.f1 
que ( l). 

Supong amce e ~e e 
rreepoode r a x, (u3, v3); a y, 

coordenados (u, v). Hagamcs co 
(u 1, v 1) , y a z, ( u2 • v2) • -

(1 

Uno de loe soportes, el -le u 3 por ejemplo,lo 
pcxlemoe elegir de modo que ¡ S.fl~ por e 1 <?rigt~n, e 1 otro, u2, 
situr•do a una diatuncia a de fil y por ulttmo el aoportQ co
rrospunJ.ieut~ a Ul, que es una curve. que debemcs determirer. 

' l u3 = o 

l. 
! 

1 

1 

u::: e a 

"t -----
: (3) : ( G) 
' 

/ 
1 

1 
-

' ( 1) 

~ 

luegó la ecuaciÓn ( l) queda convertida en; 

(~ - v1) v 
3 

• 2 vl + 7 v2 - vl v2 

u 

.. 
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Cano de!>e ve:1.fic t>..r.Je que siempre loo tres p~ 
too estén en l!nea recta, se ciete tener: 

o 1 

a l - o 

l 

y desarrollandos 

a V l - a V 3 + U l: V 3 - U l V2 • o 

de donde : 

pero segÚn ( ¡) 

luego se debe 

v3 • a V¡ - ul 

a - u¡ 

2 vl + 7 v2 - vl 
X = 

9 - V¡ 

tenert 

2 v 1 7 - v
1 

a v 1 --- -+( --=- )v2= -:_ 
9 - v¡ 1 9 V¡ t.l - Ul 

y e ano debe satis face:rae idénticamente: 

o sea: 

;r-vl ul ----9 - v 1 a - u¡ 

Ul 
vl·7•2 -a 

v2 

V2 

v2 u- u 1 

(2) 

( 1) 

que ee la ecuaciÓn de una recta 1nc liruida de coeficiente an
gular g (Pudo ·!1a)6r salido cualquiera otra cul'va) . 

a 
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Conatruyfiiiloo el abaco. F-lra eso d.ebel!os d"'rnoe 
•JU vnbr dt: n que st.a COúv..:nionte . 3leg1mce a 2. Entonces 
(3j quGd;j 

v 1 = ul + 7 

que es una recta que corta al eJe ~ en -7 y al eJe ¿ en 7 . 

7 
1 

l/ '1 1-/ . /ó 1--6 

2 

~ ? 
¡s 
- 5 

- 4 

- 3 

¿ 
/ 

~---1------------------~--1----~-1-----
/ 

Dibujando estas r ectas y c onstruyendo las es
calas, queda el problema s a t1s factor1e:nente resue lto . 
------------------------------------------------------------. 
B1bl1~raria: 
- Para mé\Yo:rea detalles sobre este tema ae puecb 
consultar la obra "Emp1r1cal Equation and NcmQ?;raphy" de Dale , , 
S . Dav1a y la muy can.plota "Traite de Nomq;ra¡Jl1e de M. 
D 'Oc agoe • N. de l R . 
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SIDUKDA PARTE 

ESTUDIOS FUNCIONALES 

, 
El r rnblsma de la r3~resvntncion de una f\ln -

ciÓo cucl:¡u1er.a pcr medio üe -una serie trtgonc:nÓtrtca ha s i
do reaut3lto ¡;or Frur1er. 

Das eer1~a de Fourier merecen eAp~c i~l l~~or
tc.noia, d.eoido e su gran arl!.c·.lcién e :a: t'l'übli;mus de la FÍ 
s~ce ~tt-~nt:!.ce. y ~ ::.a v ... r. <- a.]6untoS ram.as aplicarlas de le lñ 
g ..11.1t.. 11. e. • 

E 1 prcb :elllC ¡.,lt.nteedo por Fourier es e 1 e 1-

I.l.~8 une f\.mc 10n ( fX), se treta de rarrosenter 
1.. ... p~..r m~JCliu u& ttiU:l. serte -trtt•onor'lét:ric-e de sor.:::t; ; ..;cautlce ~
ae lc-s mÍJt~pl.m df' x '::t;.y) ieat.r:-ollo le a~:;a equivalente . 

. 
Sea este denarrollo de la fol'lnll: 

a · ( 1) 
f(x) ? +al coo x +b1 een x. + ~ coo 2x + b2 sen 2x • •••• 

• • • • • + ~ cea nx + b sen m + • •• • • 
D 

Para dotenninar loo ecof1c1entea : a0 a1 t 1 •• Bn 
bu ••. necesitamos aceptar dos cond1c i ondo ,Fr ev1aa: 

a) ~e e~desarrollo de Four1er es uue serie 
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unifonnementa convFH'f10nte er; el inte~alo ( - rr 1 rr ) por lo 
tanto puede evr l ntograJ.o termino a termino, dentro de dicho 
1r1 :~~:~rvalo. 

, 
f\UlC 1 on dada • 

b) Que la serie representa efucttvament& a la 

A , , ( 
ceptemoo t~etc. h1pc:tcsis, aun cuando podrlWllCB 

r eemplazarla por otrc.a.3 ccm.di.c ioneo menos !'oatrtr:t1,,"'.a, y 
J!::'1" ,~~) ... ').0 11 · , .• ~ r ., cub.t ~;:üs eFlt~Id1. 1, d.J •t .... br..do ru::.s 
t .. "U lw.c .'l.i.l •jh "'i l.l"';.Clv .... lo (- H 1 1!) 1 -;u:ll:du.caW:ll...o t:1 la vez-; 
qut- fvAra a~ ea te 1.nt.Errv:: lo, es periÓd.ica de f"9rlodo 2 n 1 

o oc~ vurifice l!l ecuacl"'n: 

f(x) • f(x + 2 n) 

.Pb.ra calcular loa coefic lentes, procedemcs en 
l a fo:nr..e siguiente: Multi:plici:U'ldo 1~ ecueciÓn (1) !Jor dx e in 
tegra1ld.o ~Ltre - n y n 1 tenC.rcruce : 

ya que; 

("r(x) 
rr 

dx "'f. ao dx 
J-11 ~rr~ 

rr Lees nx d.x e: o 

l"sen nx dx = O 
-n 

o eee.; tod.as las integrales del segundo m1ambr0, excepto la 
p riUie re. e ou nu l!iB • 

Entonces ~ 

• 
fT 

a lT .. r r(x) dx 
o 1-fT 

de donde$ {2) 
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Para calcular an mu l+.h!icamos lEl ocuac1~n( l) 
por e es nx dx e i.a~ ramos té r.rr' no a. ¡;/ lTl.!nn entre - rr y rr • 
En el B<-i\UILdo m1em~-oro 7C...'"l 3. rJEi'l:t:::1 -=-~ól'alea du la rorma l 

n r coe m.x ces nx d.x 
J-TT 

que van n ser 
que ·•aU : 

todes nu l!ls oxcepto aque lla par a la cual m e n 

{
H 2 
::ce nx dx = rr 

., ~T , 
y uueu.aa i nt"'g rales del t:• . .r.o 

rrr 
·1 nen mx coo n:x d.x 

"'-H 
gue rl-a .. lu.n n: ... l:db oiu u.>..c ~.;p;iÓri u4_n..na. . 

~en~.'3: !!O a._t.Jr • .;t,,'l fal ..... a. ta Jaa EICU'lC tones 

rn o 
1 ces mx coa nx d:J::c 

-'TT 

ce donde= 

o aev.: 

Tl· }Jara i- ,. n 

( ~ (i) e ca nx d.x ,.. n a 
..1-:'TT ' 

l rn 
a= -y' r(x) ces nx dx 

Tt -1l 

' 

, Nos falta tlSolémente calca~ar 'bn ya que tcdte 
les d.t=Jmae C06f1c1entes pueden o; tenerae dando valores a n . 

P:lr.a ello tiiUltipl.icamoa por sen nx d.x e 1n
teg ramoo entre - n y n • 
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Cano de coetumbr a sarán nulas todas las inte
g r a lea de l seguudo mi embr o, excepto una, en virtud de las 
ecuac i ones : 

Jcoe mx ser. nx dx .. O 
- n 
rn 
: 1:1en mx sen nx d.x "' O 
~n 

excepto par a me: n • aso en el cual resulta : 

Resu l tt. wntoncoe : 

{ n "'"' f(x) S3U LX dx = bn ;' Gen2 DX dx 
J~ J-1"1 

l ((T 
d(; donde : b =- J f(x) ean nx dx ( ~) 

rr -n 

Pu.ode not e.rso que le fÓ:nnu l.a ( 3) dÚ :¡.ara n "' 0: 

a .. .! r;(x) dx 
, o n ~· -n 

lo que muestr a que la expresiÓn de an tiene v~lor general . 

, Recamend.amca, no obstante, hliCer separadmnen-
te el calcu l o de a

0 
pera evitar 1nd~torm1nuc1onos que a 

menudo ocurren . 

De ~emos al alumno le tarea de deduc.:1r las r'r 
UlUlas integrales que hemos aplico.do en el desarrollo de esta
deJ.ucc 1 Ón . 

fÓ:rtmJ la; 
Podemos resumir DUeetrce resultados en lb 



~ n ca5 nx 
1' } 1=.! Jr r(~) Jl, dx 

b fT -n sen nx n 

VALOR DEL UF.t:.\RROU.O PARA RJl~TCS 
DISCÓNTiiiJUS DE.t.. IN'l'ERV AlD: 

A meoudo ocune 1 que la tune too que deeeemaJ 
desarrollar. en s erie de Fourier es cliscontÍw1 pare a~n 
punto del intervalo en que se define su variable. 

1 

En tel ceso, no r1get nuestro deducc1on de las 
fÓrmulas de Eul.er 1:ara loo COú tic i&otes de Fourier 1 ya q~e 
unu ae:r.ie tr1gonanetrica uniformetlente conve:rgonte, 68 nece
aeriemoote C.:lr.tJ:Sru..- . Roslllt;.l, slu utnbt.trgo, que en el caso de 
un rÚmaro 1'1n1to d6 discont.iuuid.nd do 1 ti¡. o qu~ d&scr1b1:re-, , 
mes a coot1ouac1on,l"'J" 1st <3D nucatr:::a forlmJ.las: 

Sea y ., f(x) una f\Ulc1Ón discontinua pera el 
valo-. ~ .. x

0 
de su v~rillblo. 

y .. f(x) 

o 

. pt 
: o .. 
• 

' 
' '· ' 

---------~X 
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Sup011gamce que según que nce acerQ.uemOI!I al 
punto x .. x0 por 'Valoree euperiorea o inferiores, exlettlll 
des limites rinitaJ y die tintes para la funciÓn r(x) i ee de
cirJ 

• 
Aftrmaremcs, sin incurrir en una labor1cea de-

moetro.cion, que ~ara puntaa talss cano x ... x0 , el desarrollo 
dt~ F01uler noe da el volor f(x0 ) que pod.r{&noe esperar, atno 
el valora •' 

, 
El lector pod.ra exominar lo que ocurre, e. ea-

te lÍmite pnra el ceso de un p¡nto continuo del tntervo.lo,tal. 
ccmo x .. Xl· 

FUNCIONES PARES E IMPARES 1 

A menudo h'Ob l.aremce de Fu.nc1ooes Pores 1 4e 
P\metonos Impares. Se dico que una t\lnciÓa f(x) ea Par, , . 
cuando verifica lu ecuuc1on: 

f( ,_ x) • f(x) ( l) 

Se dice que ella es Impar~ cusOdos 

t(- x) • - t(x) (2) 

Son tune iones pares s l, x2, ~n, coe x, e~ 
hx, ex2, etc. 

Son impares i 1M 1\lncioness x, 
sen x, &oin bx, ~ x, Lcg ~' etc. 

J.-X 

1M tu.aoiooea J •x, Iq ( J...x), 
por eJemplo, no eoo n1 paros al lmpareae 

1 
x~, x2n•l, a, 
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Deduciremcs algunas propiedades importantes, re-, 
lat1vas a integracion de f'Unc ioneo pe res e impares. 

Multiplicando la funciÓn f{x) por dX e iJI.te~rQil-
do entre -! y ! 1 se tiene: -

l a ¡o ¡a 
-a r(x) dx a ~·3 r(x) dx + o r(x) dx 

Consideremcs la primera integral y hegamcs 
ella el cambio de variable x .. - u~ 

en 

, 
ya que uw: integral definida no es ,f'Uncion de su variable de 
integracion, sino de sus JÍmi tes, 

Reempla7.ando es te v.alor en la ecu.ac1Ón (3) ~ 

¡s ¡o· {a -t_
8 

r(x) dx • 

0 

r(x) dx + 
0 

f(- x) dx 

Consideremos e.qu{ loe ceses e1gu1ent.esc 

a) Si f(x) ea par, ee verifica; 

f( -x) e: :t(x) 

de modo que l;a ecuacjÓn (4) se reduce ac 

J~(x) 
-a 

dx• 2 ~~ (x) dx 
o 

{ 4) 
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b) Si la .funciÓn f(x) es impar: 

f( -x ) • - f(x) 
1uego l e ecuaciÓn (4) 'nos dÁ: 

f af (x) d x =o' 
3 

Resumiondc estos r~sult~dos) dec~c9 ~ue; 

a) La intcgrDl 1~ una funci~n p~r ~nt;rt:s -a y a, 
ea jgual al doule de la in~ral de la funciÓn, entre'o y~-

o) La ir.teg rol dtl Ul.LQ función im}cr ontre - n 
y !_1 es nula . 

D;.sarrollc:- d:: ft:nciones tcres o im'!:'ares : ---- --------
AJ-licnna.o lrs deducciunes enter.hres fl lPs Se -

ries le .P'O"•.:rt~">r, >c-<in•"c rf'' r e r 'iP.e si 1 ..... :run~J.Ón c¡ue C!esea
nwu Jo a( r ... c~l ,..._. us .t ·1. ... 1 I ~ l""'t..:>s c. o cene r su: dea~ r .t'Oll e en a e
Tlb que ccnteng~ etoJ r>"ltJO't.e lo fU.nc.J.én cos~na; ei eil{l. ea im-, 
1 Pr, se !,c.in. des-I"!"Cllc r en ser:!.e ~e senos. 

,# 
Demoetrarcfuoe ente efinnac1on~ 

la funciÓn; 
Si f(.x) 1:3 ea una funciÓn ¡..ar, también lo serÉt 

,.., 
luego; j f(x) _, 

r(x) • cOQ nx 

ces nx dx e ~ r;(x) 
• o 

cae nx cl.x 

do nodo que; 
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r(x) , sen d.x 

y por tMto : fT 
{r(x) 

que tree 
J--rr 

cano consecuencia 

!3en o.x d.x "" O 

o ,. e 
n , 

In•;e.:-oaL;ente, si f(.x) ea f\ux:i on impar, se ¡o , , 
era de:ncetrar ane::l.~ameote que : 

en • O 

TT 

b .,. ~ J( r.(x) sen nx dx 
n :> 

Tl l , 

, &su.m.lomo, :podemos decir, que le fün:: ion 
:r(x) podre acep'tS!" Cl.ese rroJlo do 'G'c-J.::-iar en ecnoe e en e o. , 
eeooa, segun ~ue a:l- J'a ~~r e ~ar. 

EE.:ec.c-a ~unaa a.t:>L .. cac1onee de desarrollo en 
serie da Fruri"'r: 

2 
a) Deearrollor la funciÓn f(x) • x en serie , 

trigooar.etrica; 

Pcr ser una fU~ién ~' reaUÍtts.: 

b 0 • O 

t TT 
2 

8.n .,. ~ ~·X .., 
TT O 

He.ciendo n • O, calci.Llemoe & 

2 
e -

TT 

coa nx dx 

2 1'r 2 

3 

,. 
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En segui da, para n ..¡.. o, pongamcs : 

-rr 

sen nx 1 
-o 

_ 2 rrr 
~) 2x sen 

, 
E 1 primer te rndno 63 rulo 1 de modo qu.e : 

que eacr~biremce: 

a n .. 
4 .-rr 

-- 1 x e an 11.x dx 
n J'J .. 

2 r rr 
a = - · x d( e ce nx) n n >¿.Jo 

e 1ntet;r..u4u llU~\'OL!e.rt.e por ¡;ar'Ws f 

o 

nxd.x 

4 
= r~ r{¿ [x coe nx J:- 4 r~ce nx dx 

--;;; 1 
1T 11'"- o 

coa n n . 4 
nn3 

y cano eltÍltimo término tJS nulo, res1.4lta: 

~ = li-l)n 
n2 

Ahora bien. cano el deserro:Uo de Fo-J. rior e3l 

2 ao 
x == -- + a 1 e ce x + b 1 a en x + ~ e oe 2x + b2 sen 2x + , •••• 

2 

a e obtiene, teniendo en cuento. g_ue todos 

x2 ~ ,
3
2 _ 4[~2 x _ ca. 2~x + coa ~ x 

loa bn a on nulos : 

... .J 
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, 

dccu_:rvllo que es Vf.lido per a 

- Tr < X < TT 

Cons i deremoe ahora elgunce casca particulares : 

Bac iurido x -= O se obtiene ; 

o sen ; 

2 -~- 4,~ l 
3[12 

1 
22 

1 l 1 1 + 12 - ~ + ~~ -7 + ... -
~ .. .J e O 

2 • • • • ..!!.... 
12 

Sj; referimca ahora l a tunciÓp a un gráfico, ve
moo que _ljara x -= TT , resulta : 

f( TT - 0} • f( TT + 0) 

de modo que no presente discontinui dad alguna . 

i~ 
' . 
¡ 

l~ca encontremoo entonces en e ond1o1onee de hacer~ 

X • TT 
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n 

- 187 -

Q !: !. ~ '1 t- ~,- -: -1_ - +- .J.- + _.!_ + + :5 -~ r¡?_ -2 2 .•. 
- - .) 4 

1 

J?-
+ • • • • + 

Sj "':·-· .:..1~:nos L:ll.!'.l, c3da tS:.m.~..n" dt> .,s r.a sP-rte, 
por 4, cbt.e. l6..1C3; 

1 1 
--+ ---

12 22 22 c2 
+ 

q.uu escririremoe: 

l 
~· ... 

1 
~¿~- -#)-+ •• •• + •••• 
4 ~-

, '\ 

--., .... ___,...,.. + _.;,... + • • • • + ••• 
2J 6' . 8'-

y reetand0 esta Últina é'~ l \ .._:¡lh.i:..ilt. ; 

1 
-12 

J 
+ -;:: 

~e:. 

, 
+ --+· .. + ••• 

f-

2 
n 

=24 

. .· 
C'ano "":;·) -: x e.; .t·.co. f,•1 .... ~ .i., .. r debemoe ob-

tener su de:A:l:.:-ol:u, E:lll St;:l'.~-~ de t..::.L.U:I, .,:... 'i'.l. pera este ca
so se VE:lrificos 

~I.1 o 

Ahorn , cnlcu1e!llCO ~'n .t'úr ~D~Jdiv o.e lA fÓnnula; 

~n = _g_ ¡: sen nx dx • - _g_ ¡; d(coe nx) 
n o nno 

e integrando por partes; 
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[:t cce 
-n n 

bn=-
2 nx Jo + 

2 J;cce nx dx 
TT'i nn 

bn 
2 .... rQI3n n .. _____ + 2 L aen nx l" • 

luego; 

que se ruede 
eocribir: 

T"Il ') 
nn- -0 

b 2 cos nn 
n "'-

n 

2{- l)n + 1 bu ., ___ n __ _ 

Cor..siderar..d.o ahora que a0 .. O escribimos el dec: 
a arrollo bus e adu : 

o bien: x .. EH'<n x + acr. 2.x + a en 3X _son 4x 
2 2 4 

Tema remes en cuentu a~unc:s e as c.s partic.u lares ~ 

Bo.c lt;ndO 
ry 

X =2 a e vbtiehe: 

1 -
1 1 1 + TT 

+- - -+ -¡ 3 5 1 

HacittndO X n .. - resulta: 
3 

l-1 1 1 1 1 
2 - 4 + 8 - 10 + 14 -

o sea: 
1 1 1 1 1 
2 - 4 + g - 15 + 14 -

1 
lb + ••• ~ 

+ • • • + ... 

TT 

Si deseamca hacer X e fT, debemoo t~atudiar el 
gráfico de la f\mei¿n y averigu"'r si ella ea contÍnua en 
este :¡.unto. 
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1 
jn 
1 
' ---+-,n 

-ni 
1 

, , 

..:s -;r:• ~ 1 ·¡ ,J ·· a.ue, al pasar la c·.n:va zy-:~presen
tativa de la -f'IJ 'lC ,,:. ~:J..- p j rL.f'!;O :t ce tT y 6 .1 "'c.'i!l•"t;;tl , _¡.vr 
t och :1 l .E~ r _t • t ~ ! ·~ \ .. ' d.b n , lu 0r ,h,...... ... :~1 ..H truen-
tu w. l: ó 1'.... ·L\... l •. - · ~ + 11 u - TT , ea t o es , la .LUnC 1 'n re-
aulU!. d 1t1c .Jrt.1 n· ta En e¡ :t;, ni.;o c onaid.e rado , 

l~Pul! 1.~'3. entoncea, que para x ""fT , e 1 deenrro_ 
llc. de F urie:."" 7A 4 : 

J ~~: " + o) + r(" - o~H [n -'} o 
res u ltnd•., 'l,ue V'1 rtl'tc- oTTtc:~ 1nmr)d t c.t runr:>nt 3 ';Jb~e !"'•ando que 

Rtm n rr .. O 

e~ Dtd:.L -r . .c.!..u.ur e 1 des a.rro llo de F I)Urie r para 
la ftlPC j Ó11 rep:ren .•~t~ria en e 1 g ráf1co y estudiar l ea resu l
'túdl.l3 CUl; u e vb ~!,.;~¡,;¡u e~ 1 y C • l - ~ 3 . 
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Ay 

1 
1 

-+fixJ • e -1 
' , .. X ·~ -o-""f'T -rrc TTC n 

• Si obRervar.J.ce que la f\lnc i on representada par 
e 1 criJ:fi."o e.1 :¡;>cr 1 ~·:Lc.'.:n:::E uuostro estudi o a l intervalo 
( ... \, . ~ .... :. ... cc.u.do l.a.:; :r"O!Ml laa $ 

1 "" o n 
, 

l1~ore.: f(::.<:) eetn defh1~J.o de motio que s 

r{x) e: e 

DI ... ,' o 
... \ 1 '"" 

puru O < x < n e 
( l) 

F'\-a --~·~ • ::r.;:- c, l1+o!J.c'3r¡ n::., d0.bemce fraccio
nar e 1 1.J.1tsrvc:o ~ .1. t-6-t....:iou b!.l lu tonuu Rlguiente s 

2 a •n n 
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y emp J.r:Bl'l:iC ., .,¡:. r"~·'h' :"o-, J Q') '.a ..:'.l.·clén pa.rd l es dce 1n
to::.-, a:;_OJ .:: wr ..... .L ,¿(. ;:-• .: "' • r. { ~._¡ < 

u -!'1 

1"'\ ''""• .;! 

:. / e Cc...J :..x 
ll • o 

Ti 

En primer lJJgRr , W\rl\ n • O. 

a 0 .. 2 e 
n 

ir.., 

-.t.'! 
~ ,_ 

u -- ...,_ 
n ' J 

1 ton wd - ~_e __ !.~~ ~..!.~...9_ 
:l .,. 

.. 
+ seu ~~~ cm 3": ~~o-~ .,.. _ 1'! ct5 ~ x ;. .,~.., ; ·=~ <;o.;B 5x+ • • .• + -, 

Co .. ~ t~o -·, ~·acg a ec.a·t".::-~r::'".Oil o..'.gun.?a Ca9L6 
pnrtJ.cu.lo.l·en $ 

A) R~a.mro e • j . 
Entunce~ ~ r. 

f(x ) .. t o~J Lcoo x e~ 3 X + COf; 5JC 
3 5 

· ... .... ] 
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Considerando que para x a O 

ene ontrBDcs ' 

y reduciendo e 

1 -

1 f(x) • e • 2 

1 1 
- +--

' 5 

1 " " 7 + •••• ± • ·- 4 

rea•Clte.dc bastante conocido. 

B) Ha..:ieildo eu seguida e e: .!, 

' Cbi..e!letnCS ~ 

f(.:; •J.! - v; rc.:.e 
9 :;, L; 

X + CCB 2X _ C<.a 4.x _ CCS 5X 

2 4 5 

Tonloodu dll ... uo:utu llue para t X ,.Q 

r(x) 1 e• 
3 

+ · ••• ~ .. ·] 

deJ.uc 1m es : V-
1 .. ~_..!:_21,1+1 1 1 
3 9 3n LJ 2 - 4 - 5 + • • • ! ... J 

y n,Juc 1enáo ; 

, 
c1on ea 

l l l 1 1 1 TT 
2 • 1¡ - "8 - 10 + 14 + 1b - . . . ! ' .. ra 

Obaervamce ahora que para x -rrc "" 3 la fUn,. 

d1.Bcont!nue. 1 de modo que segÚn l o visto snterlormente 1 

\o .. 
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e 1 dc.em-:::-ollo de F•:.u:-::.er dá on er.te caso el valorr 

1 l -1 . 

2 f( n e - C) + f ( rr e + 0_1 ~ ~ (e + O) e: i 
, 

Se~un eoto: 
l ) 
t ? .(J. ~~ -f- • i- - ~o + • .. • • J 

y reduc iend.o; 

6¡;-
1 1 
14 - :b + + 

quc ve!'i~iea ::11\FJ<'J ... -:- ~el c.c.ón yo. que obtuvimcs este resulta
du ..:~L ~..1 ¡:.:~..l>-"'...!.:... •J ... ·-.J. , 

, , 
por ultimo, la runcloo 

• • 

Ahorl:l. bien: 

, 
I'"Jr t:::-~to.._-eo do una fUnciun ¡ar: 

b ,., o 
" ,.;, r 

a "" ! ·. / e c.e px e oe m d:.c 
n rr ·'o 

e~ !JX e <..e n.;.< =~tes (p + u)x + cOti (p - n) 

rn 
~ b e ce ( p + n) x 
TTJCI 

dx+; ~~ce (p - n)x 
o 
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8n = 1 1 ~~r:(; -~-I~-.¡: ~ 1 ~n(p - n)x lrr 
TT p-+n rr 1-n 

o o 

y rcducit.ntlo, se llega finalmente u ~ 

~ _ 2p( - J) 0 sen n p 

n(J!? - n2) 

Hcciando n.,. O a e encuer.tre f 

a 2 sen il :p 
o • 

TT p 

Entonces = 
• . ' 

( 2 ) 

coo px= senn p 
ff 

e es x + 2} es n- J • ¡. 2 - 22 e C-A + ••• ! • • • 

Para considerar algunos caaoe ¡.articulares,E!_ 
cribamos eete deearr':lllo en la f oma: 

eennp 
eco px = ---=

n [
l 1 1 1 1 ( ;.) -, 

- ( - + ~) cce x + (~+ -
2

)cos 2x + • •• p :p - 1 !J+J. p-e: p+ 

Hac 1endo x e O resultas 

1 a Sf;nTT 1J 
TT [~ - (~1 + --.!_,) + (_!_2 + p+

1
2) + •• · ] p p- p+ J. P-

o sea : 

lT 1 1 1 
--e: ·--e&n rrp • • • p + 2 -- + p - 1 p - 2 

! 



, 
y po~ ult!mos 

t~ntendiendo 

- 1~5 -

,. (X) .. --- ca ..; son n p - oo 
( - l)n 
P - n 

N 
~ en e 1 Bf'ni;i do ele l {m : 

- oo N-HO - N 

b ac i endo en aegu~ da :x =n so encue:1tra: 

( 4) 

rl 1 
- + ( --""'1" 
p p - l. 

1 ) ' 1 1 ) .. --+ ---r + I \?"='2 1-.•2 + •• ] 

o aett. s 

,. e ot ,. p = •• 

• Hag ames por u lt iluc: p 

(X) 

1l cotnp e ;;; 1 
- w p-n 

• .! . Entuncee la fÓ:"tt!UJa 
2 

' 1 

(5) 

(2) dÓ. : 

:.'( 1 1- ,, ces :...a _ 2 _ ~ 
2 To L .4-l+ 

CU3 X+ 
4 

COO 2X •• 4 C·..., 
~-:.ó 1-~ ..... 3X !. . • .• t 

, 
y deapuoa de r edur.ir, queda fi::alnente : . 

ccc 

. Considereq¡oo el caso de una J•OligonAl qua 
presenta e 1.metr!a central en torno de un .¡.unt.o O. 

Suporgamoo adomÓs que ellll pasa por lo, 

' -. 
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¡.,uutc.e (01 0) y (+n, O) de modo que, si y = r(x) ea la ecua
,e 1 Ón de la po lig on!'ll 1 referida a un s 1.B tema de e oordonadae 
de origen o, se verifi ca : 

1 
-rt 

\ • 

" 

\ . 
/ , 

f( fT } ,. o 

f{ Q ) :: o 

f(- fT ) e O 

Il3 y=f (X) 

\ 

\ ncn-1 

' / n \ ' ./ 

( 1) 

- -rX 

, , 
Cc:mo puede notaree en el graf1co, la tunc i or.L 

r&r resentada en é 1, es una funciÓn impar, a e ausa de la si
metrÍa central de que hemcs hublado. 

Es e~1dente entonces que s 

a ., O 
n 

y b • 2 fr(x) sen nx d.x -n n ~o 

1\Ue escr1b1remoo s 
2 ¡n 

b -- nii r(x) d(cc::a nx) n 
o 
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' e integran.do por partes : 

[ t (x) ces nx -~:_g_ ¡ ;, {x) cCB nx dx 
-o n n o 

C~o "'~ J I r.im•.lr té!:D ino es nu l o en virtud de 
( 1) , noa queda a u l o e 1 uE.gund.c c¡ue escribilllce ; 

y Ilor tr.3 .. , . .l-~'1 d.~ 'tr.& pnJ 1e ene l. "7Pmre c:uo ,1 .,.a k-: de t' 1 (x) 
OE: O.'l.: ,J".J '"' .: t-; _. , .. ·e '(1 ~1 'XFJ !le ~".J. ~a t.<.l .. , Qc ::.a:. lu.::to~rwe.;.c.e 

en qu.o hewOb m~t).,.. t~r;. 'L 't e 1 1ntervr.1o fundamental (o, n ) • 

De u i6J...lW.dv por lJ 1 ~ , • • Itl las pendientes de 

le-e ladeo de la ~uligonL.l, .POUelllt.S llflv<:r o cabo las integl!: 
lea de la OClJ.aclon ú~litJ :':' iOl', :re. que Fls~un hem<.S visto, di
chllB pendientes son vnloroe constantes. 

Obtenemos ae ! 1 

+ ••••• 

de- dondb 1 

.. 



- 198 -

b =_g_ 
n TT n2 

+p
3 

son n~- p
3 

sen rnc2 + ••• + Pm aen nn- Pm sen nncm_1) 

o sea: 

llo buscado, 

J.Liree; 

Qp1 - ll2) son n n e 1 + (112 - p3) sen ntr c2 + 

+ ••• + (pm-l - Pz¡¡) sen n n cm-l J 
Esta fG·I'IWla dtÍ. loo coeficientes del deéarro 

J:Jara el caEJo que trutamoo, que tlS ge~ral. -

Eotudilli'emce eolc.mer.te algunca caece particu_ 

Soa, la poligonal que so encuentra pon!endo , 
m • 2 cuyo grl.Lfico ea: 

,..__..,...~~X 
n 

y que correapon<W a le. v1.urac1Ón d~;~ una cuerda fija en lee 
.e1t1-emce (o, n ) • 

llaC1endo m • 2 se er.c·.lentr& r 

bn • 2(!1¡ - P2) sen nn e 

11 n2 
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.. 

y dando valoree a n s 

2 (Pl - 1-2) sen 2nc 
b¡• --------

TT 12 

b 2(P¡ - P2) sen 2 n e 
2 ... 

TT 22 

• • • • • • • • • • • • • 
• de modo que la func.1on resulta~ 

) 
2 (p¡- P2) [aenr;c sen2TTc 

f(x • TT 2 sen x + 2 sen 2.x • 
.. l! 2 

, 
trar, aun, 

+ sen 3X • · · sen ~ TT e 

De.ndo d1et1ntoo valores a o; 
algunoo sub-casoo s 

... ] . 
pOdemoo encon -

rreepond1enes 
Eecribamoo, !JOr eJemplo, les desarrolles co
ac::lyc • .! 

~ . 3 
Para e~ se obtiene: 

f(x). 2(p¡ ~ ¡r.¡) fen X - ••;l" + sen~r 

• 



Haciendo, por Último, e .. .! 
3' 

• ~o-

t(x)· {3(P¡ - P2 ) [ sen 2x _ sen 4x _ sen 5x -, 
n sen x + -¿2 . 42 ~ _ 

APUCACIONI 

Detorminar la funciÓn re}Jreeentad.a por. el gm 
# -rico, en r oma de &6rie tr1gonanetr1ca y calcular 

" ¡ h i 

B y•f(x) 

/¡~-·---·L. 
/ j 1 "'". _____________ _J.·.:' __ .... Lt\___ , X 

', ./lO nc n (l-e) n 
• .1' 1 
• t • 

-'"' ¡ 1 ./· t !/ • _____ , J 

O J.\ y A B de modo que si 'bn es el coef'1c1enta de raqJC7 ~ 
del desarrollo, se teAgaf 

Haciendo m • }f 

~l.- p3- l 
1'1C y P2- o 

, . 
en la tortm.lla general deducida para la yol1gonal, eroootre.-

·mcs por resultado 1 ~ 

h sen n n e + aon(n n- nfT e) 
• • -nc 
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1:-n "" ? ~ (1 ·--=7"-~ a en n 1T e - e os n 1T ) 
r· ·· i1- e , 

Ee t e ce'..l.c..; o;1 1 t.:...l.v3 :.;r ..1 ~-e; 

de moüo que, 
tene':lce ~ 

' -n 

dando 

r o pc.r~ n par 

= ) 4 h a en n 1T e para n 11ninr , 
~ \.. '1' ... e r-

8. !l Joo vu1orAB n •1, 3, 5, ••. etc • , 

4~, ~r ~.) ,r e 
51· ': ., e; 

::! 5 e rr 

. - , .. 

b -::.1 y 
1 ' 

• r t' • • 

l,h 

en 2 sen n e -=1 

o t. 
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De lA Última se sacas 
een 3'1T e • O 

, , 
cuya aolucion mas sencillA ¡ aceptable ea f 

o seas 

• Entccces la primera daJ 

3rrc •n 
l ' 

a •-3 

1'en1endo en cuenta estos valorea, resultal 

de modo que: 

f(x) • sen x - ~ a en 5X + ~ a en 7 x., •• 

ee el desarrolle buscado, 

E~TSI ON DEL IN'1'ERJl AID DEL 
li .. ~<e,üo DE FOJ!tíER s 

Remos e ona 1de red o, hasta ah ore 1 e 1 des art-o
llo dt~ Four1er1 rest~iogtdo sÓlo al intervalo (- 11, n) .Ncs 
proponemc:e ·en este parraro, emwliar este desarrollo a un 
!..1J ... ervalo cual.quiere (a - e, a• e) 1 ea .decir encontrar la 
fo.('Illa del desarrollo de una fUnciÓn cualquiera :r(x), o.o di~ 
cho iut~rval.o ... 

Se~ entono~·le twac1ÓA t (x) 1 ~et 1A1da de tOO• 
modo que 11'1 v'risble x 'DU~da tOITml' todos los •~ores compren<~ 
d1doe en dl: intervalo (a-e • o+e'. 
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I'9 :-1.11,·cmce unn P.._-i.ali le ~~ que relacionare
mes con !' por Ul(Jd.&.o úe la "'·'~f:ll'J.;,I1 : 

de ~od.o que 1 

1 

U • TT ~A:~) 
e 

para x • a - e reEulta u • - TT 

pl'lra x • a +e e e o\lt ier.e u ., TT 

( 1) 

!'E>~·:: '"D'"S !C!:'. ... O!.C' '-'~: c;::e, m!e:r•· rr.:l3 x vado. e en 
tfr,, .t:~3:..to ar. t.~ - ~ • •: 1 (!..i. - e 1 a· e) 1 u lo h·ace del -
w.¿,olllo r1C'O o &n ,. J · ' ."'i • : J \ ·r 1 TT) • 

F -"~--~CA.. , por tanto, aplicar l4 teor!a c»l ~ 
a arrollo de Foo de-: 1 a i.a tunci~ll 

u e 
t(a •--;-) 

po:!: ':fi~cr eu ve.:~a'Jlo ~~ definida en ol 1ntenalo ( - n, rr ) , 

.. 
M1.~ 

A' 
f{o. • ~~ ) - -~ .;. 

11 2 
A1 coa u + B1 sen u+ ~ ce& 2u. + 

•• ' • 1 

+ B2 o ~n 2u + ••• +~ e ce ru + B0 aen B.l... (2) 

en que loo c~f ... c J.rr .... n ~::edan dot'1.n1dat por la rónmlu' 

An • ; .[J<a + u.nd )coo 111 du 

F :l .. 1 
1T 

+ ~) sen m du 
1T 



• 
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Escr1bemce el desarrollo (2), expresando~ 
en t\Ule1Óu de ! por modio de la f~rmv.JA ( l) f 

{x -a)TT,._~ o ce (x-a}2TT + 
e e 

+ .B2 sen (x -a)2rr + ••• ~ An e as 
. . e 

(x-a}nn +B sen (x-a)nn ...... 
e n e 

1 desQrrollando y egl'Upando convenientemente; 

f(x). ·~·~1 coo "ca.B 1 sen ~~coo ~x • 

• ~¡ •en nca+B¡ e011 nca] sen :x + [~ oce 2 ~a 
- 'A.- sen 2

0
n aJ 2 n x.[ _2 11 a • 

-¿ _ cce e l~ sen e 

+ B¡ cea 2 n ;( eE:n~ ...... fA ca~ ~-
e j e · n e 

.. Bn aen n~ a J. 0011 .n ~ X "rn sen nena 

sen nnx 
--- + ••• e 

Cona 1de ramca aparte el e oe fic 1ente des nnx , 
cea y reemplacemaa en el lee valores de An y Bn e , 
dada! por les tormu las { ') & 

Obtenemca s 
nna - e 

ff 

~ B0 Ben !U!.! J t( a 
e -n 

nu. - oen ":;".en "'J 
~ece 

e 
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o seas 

A e a5 n Tf a n n rr a 1 rrr 
D -C- - .un sen ---e- e- ff(a + U C)ccs {u+~) du 

n' .,' -TT TT C 

y pasando e. la vnriab la x e 
a+C 

An coa nna n nna JD 
- D sen---e n e ~ Jr{x) 

a-e 

coo n rr x dx 
e 

Efectuando un cálculo análcgo, que el alumno , 
podra verificar, encontrem.ce para. al coef'icienta de: 

A 
n sen 

san ~ s 
e /:_+e 

~ +B c.os n TT a -= .! f(x) sen ~ dl: 
e .n e e !l-o e 

Podemos decir entonces que el desarrollo de 
Fc:ur1er para la :tunci ·~ f(x), extendido al intervalo (a-e, 
a+ o) tan.n la fornw: 

nx 2nx sen -+82 cce- + 
e e (4) 

san 2TTX 
- + ••• 

e 
~ + bn em nnx +· •• 

e e 

a+c 

en que: ~a .g jr(x) ces ~ dl: 
e 

a-e 

_n_n_x 4x 
e (5) 

Les fÓnpulas (4) y (5) resuelvdn 
puesto. 

, 
cano se ve el problema ~ 
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APLICACION : 

# 

Desarrollar la 1\l.DCion f'(x) • x en serie da 
Fcur1er en el intervalo ( -4, 4) • 

Por ser' r(x} -= x una fUnciÓn impar, eu desa , , 
rrollo no contendra e la .f\lncion coseno, de modo quec 

a • O n 
4 

I x aen n n X· dx 
o 4 

ya que en este cas o : a =O y e • 4. 

cEntoocee : 
b e: -n 

2 r4 
- r x d(cce n n x ) 
nn.) 4 

_o 

e integrando ¡.or p:irteB : 

bn •- __g_ [x coe nn xl4• ...:LJ:c~enlTx · dx 
nn 4 o nn -,¡--

o ~ 

o sea: bn~- n ~ - coe n " + ,¡. n82 [aso 
0 ~ xl 

y e ano e 1 segundo término es w lo 1 resulta: 

b • . 8 ( _ l) n+ 1 
n ñ"ñ 

a r. TfX 1 x-; Leen T _ 2 sen 2n x +.!sen 
~ 3 2p- l sen 4n x + •• 

1; -¡¡:--
!. •• J 

j 



~ c:a~n ~ - 21 sen 2nx 1 ~ o '+ .......- + - aen ¿,;,:: 
'+ 3 4 

.- .lse04n x ' 4 4 +. ••• t. •• 

DESARROLW FINITO DE FCURJER: 

Ante el prob.J.ema general de desarrollAr &n , , 
ser1& una fUncion conocida, e~ Matemn.tico y el Ingeniero 
plantean sus p¡ntoo dE"; vista de un .modo algo diferente. 

El matemático considera tod.oo loo t~rm1ncs ce , 
su desarrollo, ea decir 1 imagtna a este, formado por 1nt1:d.-, 
too tenuinos, de modo que a1 sus sumas p:~.rc ialea tienden a· 
un 1Ím1 te finito, dicho úmite sea la tune 1m desarroll8Cla. 
El 1ngenicr~ , entret&nto, limita su desanollo, a un cierto 
miruero de ténninoe 1 de modo que el error canetido al detspre-, 
c iar el reato, eee. despreciable, en ca:nparac1on coo el orden 
de magn1 tud de 1.a.Q cifraa con que él trabaje. 

Sea entonces ,una fUnciÓn t(.x) que queremoo ~ 
earrollar en serie trigona:netrica. 

Sea entonces, por un lAdot 

c. 
f(x). O+ al ces X+b1sen X+ ee Cea 2x+ ~Sen 2.x + ••• 

2 .. 

•• • + an cCQ nx+ bn sen nx + ••• 

la soluciÓn del problema, d8da por Fourier. 

Supo~ em.ce, ¡¡or otra partA! 1 la existencia de 
un lJOllnanio: 
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+ ••• 
(1) 

• • • + An ces nx + :Jn sen nx nx + ••• + .1\n cae mx + Bn,_ sen mx 

que guarde !B misma estructura del desarr<;llo de Fourier, ~ 
r a la funoion f(x), y .que tenga 2m+ 1 te:rminoe, ea decir, 
un rumero lir!li tedo de e lloo • . 

~eignaremes en adelante por An y 3 les coe 
-:riclentes de una I·a~Ja cual:¡uicra de términcs de~ polinO-
mio, en que n tOI'iB.ra todoe loe valoree enteros comprend1doo 
entre O y m. 

Nuee tro :prc..b lema es ahora e 1 a 1gu 1 en te s S 1 
ttdoptamcs o l polinomio Pm(x) como desarrollo de la. fUnciÓn 
r(x), prctcndomL-e determinar lea coefi c i entes An y :S0 ,de 

mudo que el error can.etido en la aproximac i Ón sea e 1 m!nimo 
palible . 

Sea entonces-: 
(2) 

, 
Esta .funcicn constituye el orror de que ha-

1> lamce 1 1 para que e 1 a e t. uL'limo, exig 1remce, en virtud de 1 , , 
~r1nc1p1o de les Cuadrados l"lini.moe, que la f\lncion ~ 

~ =!;~ (x) dx 
-{1' 

Tenemcs e 1 siguiente s i stema de ecuac.1onee J 

4h sen rr e a 1 
e rr 2 

4h 
sen 3 n e= O 

9 crr2 
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~ 

De la ultima se aseas 

sen 3 rr e • O 
~ . 

cuya s o luc1on mas sencilla y aceptable ea s 

o Sett) l 
e '"' ~ 

2 

h - -----6V3 
Ten1e~o en cuenta estos valores, resulta: 

b., 0::: 
1 

49 
de modo que s • · · 

) 1 1 
r(x • sen x - 25 sen 5 :x + W sen 7 :x •••• 

ee el desarrollo buscado . 

El~NSTO~ DEL INTERVALO DEL 
DESJ\I'.RO U.O DE FOJ RIER : 

Hemos com1derado, hasta ahora, el deae.rrollo 
de Four1er, restringido sÓlo al 1ntenalo (- rr , TT). Nca 
pro¡;.onemca en este 

!ton • 2:_ ~~x) sen m: dx 
Tt o 
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Cano 1ntegr~~ntea entre O y rr , tanaremoe en cuenta la se-
~ 

gunda de las ecuaciones que definen weetra :f'Unc1on, ea decir: 

f(x) .._ x( n - x) 

'rendremcs ; 

que escribiremos: 

¡;( TT - x) d(ccs m:) bn • 2 
nn o 

e 1nteg rand o por partes ~ 

· -rr rr 
bn •- 2- L-x( n- x) ces ~ + ..!. J (rr- 2x)cae nx dx 

nn o T'f.ll o 

El primer término se anula; el restante lo escrib1Íncs: 

bn... 2 
0 j( tT - 2x) d(een n.x) 

fT rr- o 

e illtegrando nuevamente por partes l 

bn..,~ [en- 2x) sen nx]n+~ ~sen nx dX 
n o: o rr n2 o 

Ccmo nuevamente resulta nulo el primer término, ae obtienes 

bn"'-- cae nx 4 r· ~ff 
n n3 o 

y finalmente' 
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sea mÍnima. 
, 

Esta oueva f'Uncion depende de lee coeficien-
te• del polincmio Pm(x) y del nÚmero ~ · 

, , 
Para un numero M. determinado, ella dependera 

sÓlo de dichce coeficiontett, de modo que la condiciÓn nece
saria para que Im sea m{nimo será: 

Calculemce 
(3) respecto a An: 

, 
derivSDdo la ecuac1on 

dx 

Derivando luego la ecuacién (2) c on res:pe~to a An : 

afi m(x) 
An "'-

y~ que f{x) es independiente da An. 

Dsrivando pcr Último la ecuaciÓn ( 1) con res 
pecto a An: 

= cea nx 

luego: • cce n:x 

de modo que s cea nx dX 
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6 

Reemplaw.odo ahora ~m(x) en esta ecuacions 

= - 2 /f!{:r:) _ ~o - A¡ coo x ~ ••• - An coo 

llX - ••• - Bm taen mx -, coo nx dx • 

Efectuando les integrales e i¿ual.Bndo el re-, , 
aultado a cero, !Jara e.Jtablúcer la condic1on de minimo pa-
ra Jm: 

Jrf(x) cea nx dx - A n J car2 nx ~ .. O 

ya que todas 1a.e otras integrales son rul..aa. 
, 

De aqu1 resultas 

/ f(x) car nx dx 

fÓrnula que el lector verificará para n =o. 

De igual modo debemos Obtener: 

Bn=.! / f(x) sen nx dx . 
1'l 

, 

(4) 

(5) 

Estas foiimJ.l~:S muestran que lee coeficientes 
del pollnC1i11o ..t'm(x.) son ioént1cca a lar del desarrollo de la 
funciÓn r(x) en serie de Fc.urier. 

, 
Segun lo que acabamce de demco trar, se pu.ede 

escribir el pol1nc:m1o .t:'m(x), l'ef)m¡..lazando 1Cl3 coefic i entes 
J.\n, .BO por lee coefici entes de Fou.rier So, bn, debido a su 
e'lu1valbnc1a, es decir: 

Pm(x) • ~ + a¡ cce x + b¡ sen x + •• • + 8n cCl3 m: 

+ ;n sen nx + ••• + am coa mx + bm sen mx 
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Ahora cano c 

se tiene: 
f(.x} ... a~-+ a1 ces .x + o1 sen .x + ••• + 6n coo n.x + 

+ bn sen nx + ••• + ~ ces mx + bm sen o.x+ Sm(x) 

Esta ecuaciÓn noo muestra que podemoe Hmitm: 
el desarrollo de FOI.lr1er 1 para una funciÓn f(x) 1 coneervandc , , 
e 1 Illlllaro de termin;.s que deoeomoo 1 o'!)tenier.do una aprox1-, , , 
macion mn.xilna, un lo r olativo a la eltlccion de les ccof1-, , ~ ' 
e l entes y que e 0l o de :pende de 1 numero de tenninc.o que deje-
mee en el rolinmio. 

, 
Se puede apreciar, que tanto el matematico , 

cano e 1 ingeniero, E:ncuuntran on loo coofictentea de Frurier , , , 
la ocluc!on da sus ¡.¡roblemes res¡,ecttvcs, que segun se vio 
estaban beaudoa en ¡:untco de vis t'l diferentes. 

Calculemoe la integ ral: TT 

~ .jfsi (x) dx 

""" ObDervando que: 

b m (.x) .. ;o+ a 1 ces .x + b1 sen x + ••• + 8m ces mx + 

+ bm sen m.x - f(.x} 

se tiene~ rr , 

~ = ft a~ + a
1 

e oo :.t + b 1 sen x + ••• + 8.m e ce m.x + 

.-rr 

+11m oen m:.t - t(.x) J 2 d.x 
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~a arrollando es te cuadrado y sepal6ndO las 
integrales S 

~2 n n · 
I:.at=) -i dx + /_ai cm2x dx + ·J b2 een2x d:x + • • •• 

-TT -TT -1T 1 

••• + ¡:2 caJ2 mx dx +~~'!sen~ dx+ ~(x) dx-
• -fT m -n '.:/r r 

- a0 Á~(x} dx - 2 a/r(x) ccu x dx - 2 b 1 ¡;(x) sen 
~ TT ~ n -rt 

:x d:x - 2 am Jr(:x) ces mx dx - 2 b:v. Jr(:x) sen mx dx 
-fT -TT 

ya que el resto de las integrales se anula por los razooea· 
que hemcs visto en ocas t onos anteriores. 

1 
Ahora, hemos demcstredo que: 

fT 

{r(x} dx • n a0 
n -n 

[_r(x) ccs mx dx = rr~ 
~ll 

Jr(x) sen mx dx =nbm 
1 -rr 

:¡ teniendo en cuenta que: 

se obtiene r 

n 

• J aen
2 

mx dx e: TT 

""'l 

n 

+ rr ~ + n •! + J f. (x) dx • 
1 

-n 
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2 . 2 2 
•tTa -2na -2nb 

o 1 1 - ... - 2 fT e.2 - 2 lT b2 
m m 

y redüciendo y fe.ctorizando n : 

1m • J ~(x)dx -{ ~ + a~+ lfi + o o o + a!+ b! J . . 
Este. formule. noo penni te calcu lE.Lr Im conocien 

do ~nicamente le fU.nci!,n f(:x), ya que lee ccef1c1entea de -
Fcurier, a0n funciones de ella . 

Lle.m&m(:S en seguida cm al valor ,numérico del 
error medio producido al 11m1 tar el dese.n-ollo de Fourter a . , 
un numero finito de tenn1nos • 

Se tendrás n 
2 1 f 2 em • -;;-- b m ( :x- ) dx 

crr -1T 

y cao.o hemos llam.e.d.o Im a esta integral, encontramos que~ 

de donde res l.llta; 

que ea la fÓrmula que buscamos. 

Al'UCACION: 

Coooideremce una :fUnciÓn impar de segundo 
g r ado, en cada uno de lee intervalos (- n 1 O) y (O, fT ) , 

que se h!tgo nuu para lee puntee: 

X o0 y X .,. 1T 
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la definiremos en la roma siguiente: 

f(x) • x(n + x) pare 

f(x} .. x{ n- x) · para 

-n< x<O 

O < x < n 

Su gráf'ico será el siguiente : 

Entonces: 

y 
A 

6n -o 
ff 

bn • g_ J f(x) een nx dx 
n o 

Cano integrantes entre O y n , t:maremca en cuenta la se
gunda de 1as ecuaciones que definen nuestra ~ctÓn, es de
c1rs 

f{ x) • x{ n - x) 

Tendr&mca: 

2 !" i n:- x( n - .x} 
n o 

sen nx dx 
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que escribiremos 1 
TT 

l>n • - 2 J x( n- x) d(coo nx) 
nn ? 

e integrando por partes # 

-~" 2 r" 
bn • - ; n [ x (n- x) e ce nx +~J (n-2x)c\i8 a:x c:U 

-o o 

El }iri.mer ténnino se anulaJ el restante lo 
escr1b1moe J 

" bn • ~~ (n- 2x) d(sen r.x) 
nn 0 

' 

e integrando cuevamente ~or partes t 

bn. ~ r(n .. 2x) sen nx-1"· ~ 2 r; •e~ ~ dx • 
TT n l - o --;;-;JJ ¡ 

o 

Como nuevam.ente resulta nulo el primer tér
mino, ee obtiene: 

bn · 4 
·-~ nn 

y t1nalmente1 
bn• 4 [1 +(-l}n+l-l 

n n3 - ' 
Dando valores e. n. encontremos que& 
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C~ilc•.1 l.emos ahora J 
1 

fT J ?(x) d.x 
·1l 

Po:::- u<? . .: r2( ·~ ) una fUnciÓn par, r oeultas 
n .N 

j ,..I,.., ~~: } d..<.::2 J ~(x)dx•2 
~· ú 

lT · 5 J x2( rr- x)2 d.x"" ;, 
o 

par fl. '!l1 • :., y t~m1ondo en cuenta que a0 • O y por l 'O tanto 
ac • O. Se obt i e ne' 

y ccmo : 

ee encuentra: 

n4 
- fT~ 

- ~1 f;l - 2n 

, 
Estudiemce ahorR l a apraximacton que se ob -

tiene s para m= 2 . 

' A¡; Uca.r.do l a rcr.·w.1la que 

- r:·' J.." ... - ·- -... ':.> 
r 64 .,..., __ 

.. 2 
L fT 

, .. 
da ~ pnra m~ 2 : 

+ d~2 _1 

Cale ulaodo es ta eJru.tt~e J.Óu y tv11~€.ndo en cuent a que 1 

e,. ... 
,,.--

1 -2 
V -2-;-
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se obti ene: 

Con estos resultados, el desarrollo de la tun , 
e ton llropueeta noo quedl:l. en l a r onnu siguiente e 

a) Para aproximac i Ón de un ténninos 

8 f(x) •- sen x ! o, 1 
tr 

b) Fara a1 raxtmac tón de dce térmtnoe: 

t(x) • ~ een x + 2~ nsen 3 x !. 0,02 

Se comprende fácilmente que, can lea fÓrmu
las deduc idee en es te párrafo , so ¡;\.le de tlllllb1Ón rae o lve r e 1 
¡.,rob l&mu tnve re o al que vent.mó a de tratar. 

F.s decir, dada una t\1nci~n f(x), estudiar c~.~.an 
too tér111tnoe deben conservarse en su desarrrollo de FQ.lrier, 
11ara obtener una aproximación fijada de rultc!Ilano. 

SÓlo diremc:s respecto a ésto, que b ~<~ ta ~JeT 
el número m de modo que sustituyondo I en lA ró:mula del 
error, produzca un valor de éste, infer~or o a l o sulllo igual 
a ' la aproximaciÓn deseada. 

1 
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FUN. CIONES ORTOGONALES 

El concopto d.o un conjUnto de f\lt~Cianea or
tqsonal.Mt o• une. generalh~1Ón dfrl de un sistema de vecto-
1"8 Dl'ltuamonte ~!Tvnd1cu ~area. 

' 

Por &so aat oR de PBAAr a i";~atar las fUncio
nes un1tfU'18S y or+.oe-r.-:e. ,t;:J :!:lanltOf' un re¡>a'J o en lo referen-

~ 

t.a al calculo vecto¡·itll. 

Sea g(r) un vector en un ~Rp~1o tr1d1csDBio. 
nal y cuyea componontos• ao::::e t:<P.:J a~e.:: pc.·-:e':'ldi cu lanl& soao 
g( 1), g(2), g( 3) • A mPtmdo ptu.·a "''>·~,.¡ :er w:,a tgnanmoo lee 
vectores s olamente pur g. C~o s 1.r'3~.a J( r) ses el radio vec 
t e r d~l punto de co..:>rd.cmud~: g(l~ , {;(2), g(3). Ccmo se eeta: 
blecio en el eetu.dio del calculo vectorial la lo~itud del 

1 

vector esta dada pors 

2 2 ' g2( 1) + g (2) + g (:~) • N(g) • :; 'g2(r) 
r•l 

Llamando N(g l el cuadrado de la lo~itud ..Si 
N (g) • 1, g ee un vector unitario y se le llama vector nor_ 
malltado. 

81 ahora tenemoa dos yector~ g l(r) y g2( r)ea.. 
bemoe que el producto escalar está definido canos 
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3 
g 1 • g2 ... z g 1 ( r) g2 ( r) 

rol 

!a condición para que g 1 y s2 sean orto. 
gonalos o perpendiculares es: 

gl •82 a O 

o expresándolo con relaciÓn a sus ccmP>nentee S 

3 
ll 

ral s 1(r) g2(r) .,.0 

n; igual modo para normal! zar g(r) podemoo 
hacer: 

g 0 g V N.(g) • l 

, 
Supongas e ahora que tenemos un a 1B tama d e 

treiJ vectores ort~or..e.les g¡, g2 , g~ que podemoo representar 
¡:or sn para ncl, 2, 3. Podemcs encofitrar un aistema de vecto.. 
res unitarios •?n de ~.gual'dtrecctón que g~, d1Tid1endo cada 
e anponente de Sn por la lor81 tud de Sn. .PB 1 1 por ejemplo: 

"-'l(r) • Sl (r) 

V N(g l) 
r • 1,2, ~ 

Este sistema de vectores perpendiculares <?n 
obtenido normalizando los vect<rdS se llama un sistema de vec 
torea lmitar1cs y ortcgonales. Un sistema de esta especie J?ll! 
de def1n1ree ccmos 

e? m 1 , <Pn • S mn m,n • 1,2,3 

siendo: 
J 
; btnn. o si m 1- n 

~mn•l 
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O sea que la eood1c1Ón requerida para tales 
sistemas es .que cada vector sea perpendiculAr con cualquier 
otro y a la ver; que eea unitario. 

Por el cálculo vectorial sabemoo que cual
q:.t1er vector f puede ex¡¡resa~e cano una caab1naciÓn lineal 
de lee, v~ctores (?

1
, q¡2 , .,

3
• O sea que se puede ercontre.r 

tres numerce e 11 c2 , e 3 ta~a que: 

( 1) 

r 03 1,2,3 

Es en la determinaciÓn de loe ~oeNc lentes c1 
en que se aprovocba la propiedad que 4' 1, IP 2 , . Q 3 se en vec_ 

toree ort~onaloa y un1tar1ce. 

t-blt1pl1quemce escalarmente la ecuaciÓn (l)por 

Tenemos s 
f • . C?1 • c 1 

ya que <í 1 . ..,
1 

• 1 y ~2 • ff¡ ' ,., • o 
1 

De 1gual,modo obtenemce c2 y c3 · multi plican_ 
do eacalarm.ente la f\mc1on v~ctorial por f.'2 y 1'?3 respec_ 
t1v&mente. O sea les coeficientes los podemos representar par. 

3 
1; 

Iuego ( 1) lo podemos escribir: 

f(r) • f • t."¡ q>1(r) + 

3 
t(r) • :1l f . 

r•l 

r(r) 1? (r) 
n 

n • 1,2,3 

(2) 
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I!i rórw la (2) so puede llamar un desarroll,o 
del vector arlnt . ..., ••• o 'f en una eer1~ finita de vectores uni
tarios y ortc3cP-.:r . E1+~ concep~c r 1rd~ genorali z~ae para 
,m espacio de n d ... na;nato~s o &oú qu.J i(r) lo desarrollamoo 
en fUnciÓn de n vectores. 

Debe b:lcerae notar que la llloxmall%ac1Ón (ha.. , 
ce r u.nittU"io el vector) no ea estrictamente necesaria y so
lo ae efectÚa para que el cálculo de loo coefic i entes ealga 
.~ e~nc1llo. • 1 

ORT<XJONAliD-\D DE 'FU~CIONES ; 

Un VQctor g( r) en e l espacio f'U.~ definido p<r 
lt.a tres ce.nt1dadE.:l' ,;( 1), F (2), g( 3). Una :f'Unci~o ~( r) que 
tt ~a valores roalo~ p t ~'.t. ¡ ... 1.~ :; .... j,.,:t ñtJent:~~ un vector •1 
!:le:> supone que es c.J v u l oraa a ou c<.m:.~:~c 1e.a-.:.ed de 1 vector , 

Sell a,_ o-e ~a ftll'~!o:1 g (x) 1.efinida para todCB 
la~ valoree de :x e:n t-l 1 .. "...J .. valo a ~ x ~ b • .t'ara conslde
::ar esta funciÓn cano un vector, loo ccmpnnentes da ef.lto con.-, ' 
r htiran en toden lc.3 c ocr:'e:.~'laa d~ :;u grailco en el inter-
-~lo . El a~umento x que bn redr..pla~&J.o a i' tiene tantoo valo.. . , 
· ea como puntos hay en el1n'Wrvalo, de mt)(lo que el numoro df3 
co .pcn!3ntes ea inconto.ble . Iuegc no es pcaibl.L. s.;.war r especto 
a .t. caoo lo hicimos ree~cto a r 1 sino que debema; sumar pcr 
b tegrac1Ón . 

De este modo el cuadrado de la lo~itud de 
:~ funciÓn g(x) eatá•definido por& 

y el p1'oducto escalar de dca fUnciones Sm ¡ gn pors 
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las condi ciÓn para que las des tunci ones saon ort~caalea es 
que s 

o biens (4) 
'i 

Ltf3C.; Uo sistema de :f\ulc1onee g (x) para 
n - 1,2 •• • et3 o 1.~J'¡.8J. 9! el intervalo (a, b) ih ae cumplo 
la cond1c1o'l (4) oara todo va lor m•n para todes las funcio
naa del s1c:tmra. 

Para normaJizar las 1\lncionea del sistema di 
v1d1moa cada funciÓn g0 (x) por la l of:61tud VN(g

0
). Aa{ obte:-

nemoe un s1stellla de tuncionea <?0 (x) paran • 1,2} ••• unita
rio y ort~onal qua queda definido pors .. 

m,n • 1,21 •• 

Lo que eecr1 to de otra fonna queda; 

jm(x) fn(x) c1x • O 

Q 

b 

y ~~(x) C'0 (x) dx • l 

.s1 m+ n 

e1 m • n 

Veamos algunoo eJemplOII de tunciones un1tar181 
y ort~onales . Sean las t\mc1ones s 

1, x, i2 para 

queremcu .formar un s18tema unitario 1 ort~ooal a bese de 
ea tas tune 1 onee • • 

Para ver s i 1 eE;J un! tarta hacemoa : 
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dx - 2 

\ 

no es w1aaria. luego para normalizarla div1d1mOB por ¡;t 

(< 1 2 
--=) dx=1 - v2 

Veamce aho1·a si 1 y x son ortc:gonales: 
1 

r 
.fl xdxcO 
1 

Pero x no ee 1..nl ta1t:. y& ~:~.ut;; $ 

1 

jx2 
-1 

2 dx --
3 

1 • X • 0 

~ego tendr á v.na fUnciÓn unitaria y ort~ona1 e1 ponemoe: 

vTx 
Veamos si x?- es orot~ona1 con_! 

1 

)rl x2 
:a g_"" o 

-1 3 

no es ortogonal e on l • Para x resú lta' 

1 

/x x2 d..x • O 
-1 • 
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luego .¿!. no o j rve ya que E!Ó1o ea ortc;uonal c<n 
x y no c on l. P';·, t: ~~ ~ l -:O J ~ t •)::-r~J. -:: .a :"'lr.c:é:1 do aegund.ogra 
do que sea 0r~cg ..~nal uoll ~.o..•l:.~ ...:; • .:ou ls lUi.lc l ons -

Para que sea ortcgonal con 1: 

[i 
-1 

Pfira que sea ort~onal con x s 

1 
( 

x2 + b x +e) "'g b •O j X ( fl dx 
-1 3 

luego tenemcn s b -o 

y 

la funciÓn eerías c(-3 ~ + l) 
, 

Sin embargo, esta f\l.ncion hay que normalizarla. 
Para eso hacemoo : 

como doboma;; tener 

tenemos 1 
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luego la fUnciÓn defir.i ti va eerá r 

(3 x2 - 1) 

• y el conjunto da ft.:n.;ior.etJ Uhi tartas y ortcsonalea s eras 

1 
~1 ¿ 1 

l/3 --=- x, f2 
?.~ :r~··c:c r-e .. .,,.ul p:.::·c~ GLt.rL"~t' funciones uni ta' 

::.·.:.e..-:~ y o:-t~c·.c.:· _, :._, !'''·~ - r·-:.c; ::·~p-c:-on·.L..r O."'l ~· 1.gt4:.onte modo: 
E,oun, pu"· ~., r:.'pi.c- . l f'.: !'·---:: ~ e . t 9 • 

~ ~ J CJ 2' ~ 3 

definid.ea en e 1 lnoonalo 
'· . 

, 
G\ . .1. ·~uc .¡ue queremce obtener un conjunto de 

1\l.ncionee ortogc.ltlJ.ee y unitarias del tipo propuesto . Hace-
mo~: 

de modo que: 
fl . f'l .. 1 

o sea que f nea ur.i ta1·to. 
1 

luego e:r.prestunce f2 en fUnciÓn de "2 y rl 
o sea ; 

f'~ E b ( ~2 + e f l) 

para determinar e y b cs~~blecemoa que: 

o eea que sean orte'J3onales, luego S 
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t?2 • f1 +e .. O 

e •- <12 • t 
1 

f<~.ra c·1~.c::L:.r ü ~:.:~blec.:eillc.e la condiciÓn de 
q,ue !2 u ea u:.:!..,¡. ·:.o o &e!:l ~ 

r2 • .r2 • 1 

y f¡ 
· F~n .. •e;.ulda exp:cE'Samt:"S r 3 en f'ucc1Ón de Q

3
, f2 

f j • d ( Q; +e r2 + g f 1) 

para de 1.6.a.'IIÜ!.Lt:l.l' U1 & y ~ }.áCt1m08 J 

f; • f2 = o <!' 3 • f2 + e • o e .. cp3 

t; fl e o <?; • fl + g -o g . ~. 
para determjnar d: f; . f; 1 

f2 

fl 

Vt:tamoo un eJemplo de aplicaciÓn de este méto
do. Sean las func i ones 

1, (x - ~), x
2 

2 
dai1H1daa en el intervalo 

Qupre~'X' t~r.sfonn3rlaa en un sistema de f'Wl· 
c i o ... e:J .1r.1 .. u_·~ ...... ;¡ .):.· t'....g .:.nalea . Iuogo en eete ceso 

tJ. = 1 . n • .,. l , .: • ~ l 1 • 2 ... - 2 .... , 

H'\CJI:'!OS: r1 e a • 1 



como debe ser unitario 

1 
r 2 

.! a 
o 
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l 
2 2 r 2 r dx=ajdx=-a•l 

o 

de dona.e : a •1 y 

fl . f2 = o 
• y Eltr.rle~ndo lfi.B fom•.t 1~ dedvc luaa anteriormente : 

e= - ~2 

lu..:~go : 

t., ... 
f •1 ' • • " - , 1l,., .... · a · 2 "- JJ'ItJ u... ...... .. - ... , 

1 

b2 (x - x -t _':.J<h: g b2 1- 2 
~ 

o 

de. donde : ' 

o sea ; b - 2 

'"l e() ... 

.!) 
2 

"' 1 
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segÚn v :tmos anterionnente' 

e • 

para e alcu lar g ~ 

g =-_,,. r1 .- Jr~ dxa·1 
o 

• 
Por Ú lt1mo para calcular d imp~oe 

ciÓn de que r
3 

eea unitario. O sea' 
la condi-

r~'2(x2 - x•il2 dx e d2 /cx4 -2 x} + !!,.2- .:! + 1 ) dx 
Jo o } } 30 

d2 - 1 m 
de donde .d • 6 {5 
l.uegor3 vale: [ .r -, 

r3 .. 6 {5 f. - 2 (; J?(x - ~- ~ _ 
f} • 5( 6 X'¿ - Ó X + 1) 

luego el sistema 1\e fUnciones. unitarifle Y orto-
gonalos es s 
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Vermoe otro tipo de :fUnciones . See.ns 

1, e os x, sen x, con 2x, sen 2x, ••• 

- TT ~ X 
1

~ TT 

V,"reiJlc.a p::i.Jc!"' si so~ cr.03onru.ee . Pe.rr. ver 
si J e.a fu~ioneA cosenos eon ort~ooa.l.ee con 1, ha.cemoa s .. 

dX -= ~ l~en nx ]" a ~ sen nn a:Q 

L -· -rr n 

ra.re. n = 1,2, 3·. 
Lt.e.;o e;O:l ·:>rtcgoc3lee . Po.n:. ver si las ftmcio

neFJ Rene e sc.n o .. tcg ou&e~s e un 1 se tieme s 

,. TT -1 r· . 
r. se"l. ~ (be e--;=-- coa ) .. 
-rr t_ 

DX-r ~-~[coa lln- coa (-nn) J ~o 
- ~ n 1,2,3• •• • 

de modo ,_•ue twn.>iÓn son ort~ or¡ates . Ve~o:.. ü_::>l·a las :fUn
cic:Jes e,•,r:::>C' :: I}C"Sf-ODe ~..ntre al . le re. esto cel.cul.BI:lOS: 

¡oaTT ] [~n +1 
u [coa (m + 

·r 
~sen t!lX coa nx dx·-~ n)x l + 
1 

'"'-H - -n 

1 r x] J + ¡_coa (m - n) 
m - n 

m., n a 1,2,3• • • t 
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Exao.:.nt:nce las tunc:1.1)nc~ s9nce .. . , 
L con= son nx dx • "} ['o ; n [••n(m+ n)xi 

~ - J"] - w=-ñ l sen(m - n)x 

I
n .-n 
Aen m.x oen nx dx • O para m+n 

n 
, l.t1'"''~o t ouw las funciones eon ortogonales 1 e o lo quCida nol""'le 1t ¿:-,r l~1 . 

Para norma U zar 1 hacemce 1 

r" 
j 12 dx • 2 n 
-n 

Para normalizar los evllOS y eceonce sabemce q,ue : 

J;,aJ2 mx dx "" n 

¡:en2 mx d.x • n 
-n 

t~onalea 
,luego &1 sistema de fU.nciooea unitarias 1 or

aeru s 

- . - -- '~!:"" y l.·'J.i.....J \1 \" .... .e-:'> : 

l 
2 

(2 
-1 

v-; 
ces x sen x ,_1 
¡/ n Vñ 

• 1 •• f 

coo 2x aen 2x 
1 V; V" ' . .... 

Gi se nce dá un sistema indefinidO de t\lncio
nee un1tar1ae y ortogonales f! {x) • n 112, '' •••• podemoe 
t •· o '-.E' '!" do representar una tunc~on,arbitraria en el interva
:.u ~.:: .. d:JmOntt~ol cano una c anb1nac1on lineal de las :1\meiones 
t?ntx). .. 
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f(x) • c 1 4) 1(x) + c2• <P2 (x) + • • • • • +Cn ~n(x ) 
( 1) 

, 
EAto es una gene~al'!.zec ion de la propiedad que 

vjrnoa se '7e!"i '!" r i; a u.:.:r.::~. l..:fl , =-r t;'-''.'us • s.,;. .1.cs Elul iue en la , . \ - .· 
e~ uc.c .c. 1 1 :_ :.. t:. •• ' 'JltT tJ"l ;; ai d .-..t:~pura de &<"' :- l"Üt_pl1cadas por 

t> .J v ' • • ,.·~ - f. A • 1; ?'11 ~r..~.'"<J • G .• .. ~r..O 8 t.~r!ll.:'l 'l C'D úl intarva.
:o f' .• i::~.- :1. i :1 , c.. ; , 1 = c.JeficieJ..tet:l en iu..,dc¡n eer encon
t_-e.J.UJ CI.LlO se f 't'ú'.!e~:i Ó 11t.1a el CF\80 de lC'S V"'ctorea. 

Hl 1-~ lpllcando eacalarmente ambce miembrce de la 
ecuaciÓn ( l) 'tCl!lemoe ~ 

f • 1:; e 
n n 

N~~oe que hemos usado el mismo e!mbolo para <:13 
nan1l1B.r el tér1 10 de o:-den a( <fn) y el a1atoma de ~nciones
Ul.i ..a"'·iaa y 01 ., ~0nales [ 4'n(x) p~ra n s 1,2 , 3, •••• .. J 

loe factor6e en se lUJm.an "Cor.ldtantee de Fou
r1er de f(x) e o· ... ·eep0!"'tlentPe el sie rema un1tar.io y ortc:go
nal n" y pueien eocrj.bir.Je cano ~ 

Q (x) dx 
n n=1,2,3 .. . 

El desarrollo ( 1) con eetce coericientea se lla 
ma la serie de:> J\:11 [' ', ' l ~Anerallzada correspondiente a r(x) , -
que podemos e1criblr ca:1o ; 

• 
r(x) 

<X) 

=l:C 
1 n 

<X) 

n(x) == 1: IV n(x) 
1 

b /r< E) :t2} 
a 



la relaciÓn entre f(x) y su desarrollo no eerá 
a 1empre una igue.ltie L ..:J._.:>é -e 31'.: e q_~e tonomcs un vector on 
tres d!ILs:l81ouva . Gi ~;.;a~ó -..et;tor no eotti en el plano de cpl 
1 cp2 no podewoe repreP.~:t::ltar el vector cano una f\mc1oo 

c 1 ('1(r) + c2 '?2(r) 

De igual modo puede euceU.er para el caso de la f\lnc1Ón. 

Si en le ~c:"II!Ula (2) r(x) es+ O y ortcgooal a 
toioa l:ls Q n< .~), tve.w lqs t~rmince del segundo miembro BOil 

curo y por lo tanto el desarrollo no representa a t(x). 

VeamOS' Uú ejomplo de desarrollo de una f\mc1Ónt , 
Supo¡:¡gese que queremce desarrollar 1 

en fUnciÓn des 

h(x) • 1~10 <i X + ~) 

-h ti x·, 2 (f< 3 >:2 - 1) 

en el intervalo - 1 < x ~l. 

Sea entonces: 

h(x) •le¡¡ (it x + ~) • a 12... ~ v} x +a' ~ (3 x2 - 1) 
10 2 V 2 -CV2 2 2 

P8ra calcular los coeticientea mult1pl1como& 
eocalu.rmonte k'or la f\loc1Ón correepondi&nte a cada coe t1 -

ci&nte. (¡ 1 Jl 
~ a1 • ~ ¡ . 1 • 2 1~ ~ x + ~) dx 

-1 
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dx. g ~ 
9 

luego la integral qu,eda, luego de resolverla. por parteB 1 

Veamce ahora para 

integrando por pc.rtc.J o'.. t..>r.ot¡o:J : 

~~- ~[~y2 . ll y) lq¡ yr _ 0,4y¡} t~~ U) dy 1 
• ~ t lO - 0, 4343 (~ - ~) J • 0 1 4258 

calculelloe · . f5 Y B a3: 

{i a
3 

.. ~ (3 x2 .- 1) • h .. ~ fi 3-? . l) ~ y dx 

Vi a~ ~ ~ ~2y • 11)2 • 92] lq¡ Y dy " 
... l 

lO ' . fí .. -""""""=5,.... (4 y2 - 44 y + 94) 1(8 y ~ 
4 ·3 1 
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e integrando por partes obtenemos: 

./2 a 3 • 5 f[1 ( 4 3 2 JlÓ V s 4 • ,, t ~ Y -, Y - 22 y + 94 y 

10 1 

- o,4;43J.' < 3r2 - 22 y + 94) ~ ,. 4 ] 
. l 

= 5 
4 • 35 

0,017~ 

De este modo aprox1JilBmce 1~ ( ~ x + 11 ) 
t: . 2 

-1 ~ x < 1 por; 
en e 1 intervalo 

1~(~ x + ~) ""0,6768 + O, 4258 X - 0,0174 (3 x2 - 1) 

.., 0,6942 + 0,4258 X • 0,0522 ,2 
; ; 

~ 1 ealcu lo de a1, ~ y a3 resulto alBo eanpll-
cado debido a que las funciones ort~onalee que se usaron pa
ra el desarrollo eran algo raras. 

A e ont inuac 1 éc e empararemos loe res u ltadce o b
teoidce dando a y valoree y c~lcul.ando su l~arltmo con to.
bl~ y con la funciÓn. 

Po.ra eso dobemce expresar~ en funciÓn de 
l• Haciendo loe cáleulas y recordando que y. 2 x ~ quedas 

LqJ y • 01 1013 + 0 1 l210 ¡ - 0,0024 y2 
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y dándole va lores a l: 

Tabla Deear. 
y lcg y :()5 y ' 

1 o,ooo 0,122 
2 0,301 0,334 
3 0,477 0,443 
4 0,602 0,5tJ 
5 0,699 0,6 
6 o, 77d 0,741 . 
7 0,845 0,831 
8 0,903 0,916 
9 0,954 0,996 

10 1 l,COO 1,071 

Veamoa ot.ro ejemplo. Sea la :fUnc 19n f(x) • 
que quet·eiUCd de~:~arrollar en :f\lncion lineal de $ 

1, 2 {3 (x - ~), (5 (6 x2 _ 6 x + l) 

eo e 1 intervalo 

Tenemoe: 

V l + x
2 

e a1 1 + ~ vS:< 2 X - 1) + a3 V 5( 6 x2 - 6 x + 1) 

Calculemos les coeficientes: . -
a1•~•i d:<•[; tA•~• J~X+Fx2~1: 

"1 - ~~;. ~1 + vg -J [1,4142. 0,879~1 
. 
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CalculamaJ ahora: 

(, a2 • 3 j<~x - 1) 
o 

~ ax- {fi~vL x2 ax _ 
. o 

J~~ ax] 
o 

e abemos que : 1 

.r~ dx. 1,1469 

e.valuem.oa S 
1 !2 

o 

o 

1 ~ 2 [' -~ 1 
2 . ¡-

X V J. + x2 dx.- ( l • x2) S:: - ( V 8 -1) 
3 o 3 

Calculando la integral 

1/ 
o 

dx 

' o 



, 
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1 ¡x2 v'1 • x2 c1x o,~19' 
o 

ee obtienes 

)' reemplazando los valores encontrada. para l.aa otraa 1nte
¡;rulee, se tiene: 

y'5 a3 • 5 [6 · o,4193 - 2(2 V;- 1) + 1, ~6' 
(5 · a3 • 0,11}5 

I.ueg o tenemos por fin: 

/1 + x2 
e 1, ~96 + o, 1993 (2x - 1) ... 0,11;6 (6x2 - 6x + l) 

, 

( 1 + x2 • 1,06}8 - 0,2824 x+ 0,6810 x2 

Supoogamoe que ahora 'l.lleremoe desarrollar f(x) 
en tune ion de: 

l coa x een x ces 2x sen 2x 
~ , _, 

vn -· v,rr- v-n • 1 ••••• 

en e 1 intervalo 
- n ~ X .; rr 

~ndrtliDOB: 

r(x) • Q 1 (; 
~2.'b sen x ooe 2x 

o 2 -· al -·~ + y; (ñ l vn Vn .. 
+ b2 sen 2x ••••• J + 

pare. calcular las coef1c1entJ ;abemce que 1 

e.o • f 1 r; 
. 2 r=-

put'O como nos convi~n~ 11\'B cal.culP\1" So lX> n ~11\1) s : 

¡(2 vn 
a o .. i!_ n 

• t Jr(x) dx - . 2 -;;-
(ñ n _., 
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1 1T r f(X) COS X dx 
-n 

--
TT 

b1 r" 
.¡- • 

1 ¡ _r(x) een x d.x 
V n rr -rr 

de igual modo se puede calcular el r ento do loe coeficientea. 
En ca¡,ftulo apurte se vtó que esta sCirie da orig tln a las llA.. 
mudtw ::ieriea de Four1er ~ 

Si loo fUnciones (!'n(x) J:)8ra n "" 1,2,3, .... e en 
ortcuonalbs y no unitarias, loo coeficientes del d~'S:!rrollo: 

, 
eatnn dados por: 

en • r(x) • Qn(x) 
('n(x) • '?n(x) 

APROXD1.ACION EN EL DESARROllO COI: iUNCIONES 
UN..LTtí1lAS Y OR'l'(ijOl'tAlli ; 

SupÓ~~e que Kzn(x) represente una ccmbinac!Ón 
lineal finita de m funciones de un sistema •Unit:u:to y orto~o-
nel ~ (x) .n· • 1,2 , 3, • ••• y de;¡í'inido t:O. td 1nt...:rv:Uo n . 
~ ~ X < b . 

luego; 
Kn¡(x) ah¡ "'l (x) + ~ (' 2(x) + • • •• • +~ crm(x) ( 1) 

Trataremoo de encontror loo valorus de las cote 
tantea hm de modo que ( 1) represente la mejor aprox1mac1oo ~ 
una fUnciÓn dada r(x) 1 o sou queremoo que: 
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Im • /[r(x) - lKm(x)] 2 
d.x (2) 

A 

sea mÍnimo (¡:r1nc1p1o do loo cuad.radca mÍnimca). 

Calculemoo el mÍnimo de (2). Deriv<:IDdo respec
to a hu (ye .¡1...e est3a eon l'\:; variables) tenemoa: 

;~ ~ -{ [r~x) -K111(x) J <?14(x) dx 

er [rb 
m.. - 2 } f(x) <?m(x) ax ~--~· 

J:t:m 
11 

b 

ya qne : r KDl(x) C? t'l (x) tU "" fhu.(x) • Qn(x) o;; hm 
, , ... o 

f.l millimo esta il.ado por: 

v:t 
:.::1 

ar 
oh¡ • ~h2· :: • • ••• e --~ "'- O 

i' :r'!Il 

o sea: 
.o 

bm =jf(x) ~"n(x) dx 

n 

que; es le mismo expree;1Ón que obtuv1mcs ¡;ara las constantes 
d Ecur1e r 

b 
c

0
:: {r(x) t?n(:x) d.x 

.1 

"" 
Por lo tonto roe cat.atantee de F~rler db una 

fUnciÓn f(x) desarrollada en"sér1e de fUnciones u~it~riaa y 
ort~onalee ('1, ? 2 , (J

3
, .••.•. ~n son aquelloo coe1'1~1en-

tea par~ lc:'S cuales la e :mbt l'lL'..ciÓn litkla l K (.x) ue fiBaB fu.n , m -
cianea rtt:pl'f;;eflnt& la mejor aJ!rax1mac 1on a f(.:x) en el inter-
valo (a, b) • 



siendo~ 

o sea que {2) 

o blon ; 

do 1.ond.e = 

- 24.3-

El-error de ~(x) está definido por: 

2 ~ _2_ ·~·~ (x) <ix 
em b-a{o 

& m(x) .. f(x) - K;n(x} 

l o podomoe escribir como : 
b2 

,•Im "" j<o !11 (x) d:L 

I a:: 
m 

~ 

:: 2 (b - a) 
m 
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FUNCIONES DE 

V AR I ABLE CO MPLEJA 

F.studiaremoo en este capÍ tulo algunos elémen-, 
tes de l aTeor i r... d& l.e2 F\.nciJnos de \'art!.Lble. CetlJ:lt.j--1 . 

Ro~crda'l:'úmoo ~ra ee te efecto, a~unea propte
dcdue :fl.l!ld:.IIleiLtoll~c J.e Joc nÚ..ac.rce ccn.plejoo, que ·.noo eorún 
ue u-r.tlidu.d 6n el doBUlJ."u:i..:.r; do e~te cupÍtulo . 

J.):l finimoe : 

, 
Sea el nwnoru cc.mploJo : 

? = Y. + iy 

.furtu rEH'1 :i.. cA. e 
Parte 1m~ . de 

z =he oz. = x 
z = Im z =y 

( 1} 

z c.He Z + 1 Im Z (fvnntt. aditiva) 

17. 1 = ~~7~ + 
nrg z 

~G 

= are tg I 
X 

Ttt.moién podemos expresl:i r ~ en 11:1 foi11U1~ 

z =tXcc..s e + 1 aun ~) 

siendo: p = 1 z 1 =¡/l + y2 

61'& z = A 

81 = p e 
• 

(2) 
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o sea; z eJ z j ei arg z 

De igual J!lodo el can:plejo conjugedo de 

i!' = x - iy • pe- e 1 

, 
z sera: 

(forma lllll lti 
pllcativ&): 

y e e obt.ieoe de las f~rt'I!U l8s ( 1) y ( 2) roemp la zaodo 1 por 
~ 1) • Fe l cmce Foner t.cm'b1.5r_ 

zq = R6 z - 1 Im 2 

z~ = 1 z 1 e 1 cr¡; z 

D3 la defin1~ién ñe 1 y 'r,t6 ee' de~u.re"'l lL:.s si-
g..li~r.tcs relasior..et. : - -

z - ze = 21 lm. z 

, 
1) Si te::u:mrs d.cx; r.uiOCr~ caupl.éjoo z1 y Z2 ,.se 

t.ic.;De q\.le bU dlstt..nc1a es~ 

y e 1 ár~ lo au6 forma la recta. 1.1 
Z2 con el eje ea; 

a =arg (z,¿- z¡) 



2) Si tenemos la relacioo; 

, 
t~3 ta &a l a ecu.ac iou dC;; unu 
ctrcunferenc 1a de centra a 
~· radio _!: . 

~) DA 1.gual modo la re le -, 
e i JL : 

T'-'11 l"\...8 JD te. 1a e,.:; t Uv 1 ~l. C:.e 1 
circuio de A~olonio . 

- 24 7 - -

. --- - . - ----> 

E.:. e = 1 E;; 1 CÍl..:\..l.J <m J\p.:>1.:>uio ac. trüild:forma 
en .w re e t~ ~ tl.of..; tral o e~ t.r'\10 a .-, 

1 7 
1 z 

z - tl 
a.~bl."g 8 - b 0:: 

c=- Ct€ 

l'e,t~r~o:~seutu e:i.. tiXCO capúz 
d.& l ár>gulo . 

)) La ecuacián de uua elip-, 
s.e do rocce a y b nero.~ 

1 

~---· - L-~ - ---:~. 
a 1 b 

i 
1 

·-------------------------------------------



/ a \ ~~-
' ) 

------
1 

V 

z .. 
/' ,, 

/. 
z ~ : .. ' 

1 

¡--"*-/z 
1 1 

/ 
.>¡; 

S 

' 
-e 
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jz- a¡+jz- b j e e 
6) lA ecuac i~n de un~ puré.bo

la de fr.co ~~ sera: 

7) s::. uu ve.;tor re;reE.:e:lt!lti'lO 
de un -ro e a:a.P.ie jo se qu1o 
:e girar er. n Be le euna:. -

?: 
el arguuen1.,o d~ 

-TT-1 TT TT 
é~ = C'JS 2+ i S !'lll 2"' 1 

c. &e .. .:¡u~ 1-.:.ra g .i.r'l.r \' x:. e a:n
rl.eJO en '1 bflBtu'lliU.lti-2 
plic 'U'lo pcr 1. 1-ara e~tc:s 
e s -:s f";,;;.; tE ns re-: crda.,. ll' , 
re .L.a-: l. O"ü : 

l 
-=- : - i 
1 

Se ticnu t~ti~r.; 

!:"f.i = Ct::ti TT 
e¿ 2 + i sen ~ = 1 

2 

n i 
e = e~ n + 1 e en rr-= - 1 

3TT 
2 + 1 sen 

e2ni = CC6 2 TT+f SQll 2 TT e 1 
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En el plano coraplejo también pod.eu.oa rep:;.'eeen
te.r l.aa curvas por ecuaciones paramétricas . 

As{ la ucuE.C1Óu de la recta ser!a: 

:.:, == n + bt 

siendo t real, 7:1 le de la ct~un.f'erencia ; 

ti 
z=a+re . 

ai&Ih.I.O la ecuac iun de JJi circunfel'ellcia central y unl ta.ric.: 

z-= e ti 1 zj =l 

---- -- -- -·--- ----
S~ ten€m('s w = f( z) 

t~ieurl.o ~ = X + 1y 

se t . .mJ.l &. ; w .s ..t(x, y) + 1 v(x, y) 

'J o ... a ~ut, •,; cd• .. bor!::t repl·er-e"lt"trsr.: '3r:. 1·n ~l~no tic <:-u ~trc
c.dtue.ualuD.bS. J!;ll ez d"' uso h~Cull..OS ~ lellr .... &e •• t...cl~n en d t s 
r h'noo; el !)luno z !. ,3 J pl::>no w • 

• ~si, por ejemplo, a la cu.r;a (l) del o la_nr• z 
r o-rce pf"lnil..e-rÍ a u 'la curva ( 1) de J ::J. ano w; :r a una (. 1_1 de 1 
p:..i..we;r_, u.w. lljdt.-1 Bt.f Ul.iv. 

(V e r ftcu ra en la :pég . R i'3'U i~nte) 

V eremos o.lguncs e Jem-ploo d.:; esta repret:Jenta-

c1:m . 
• 

1\ , w =z+a (a canplejc>) 
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li 
¡ 

P 1 a n o z j: v ~ P 1 s n o w 

y , (1) ( 2) (3)(4) :; 1 c4~' e~~~ [" J C<l 
1 11 l i \\\ 1 

.¡ !.- ~-1--1;1~ ll j l . . ---1 (1} 

r -1 -~ ·- r- -- --l n.l " 1 1-- ~- ~ ( 2 ) 

1 
, 1 1 j 1 

-- r . 1 --L-__ e~ l 1: . . ' - 1 1 - ( 3, 
--\- - ·--·~-· --- - [ ·1 J i f--1-+ -.l~< 4) 

1 

+-- ------ ---- - . 11 

x Ir 

L. ----· -- -------~ ~ 
1 u 

Se p.t·oi.J.uce a ~lo un ... t1·ruJB laciÓn, oo decir la 1'1 . , 
gu.M en ~1 rlllOO 'lC eRtn •Joln trenJ~c1arl.a con resrecto a ll\ del 
l'b..r_o z. Pcr lo tLnto :B!: !'1¿1,1r1B sol! ccDbnie.lt3c , 

2) V 
al 

=e (a rea 1} 

En eat\j caso las figures de w eat~u girwlas 
e::1 '..Lr. ~-ulo '\ rEsrocto a ha ficures deJ ~lm1o z . O sea ex1.'3 
r.e zotacioJI! 1 ::¡ ... -1v.e ea1 - us un o_¡.¡t.. r<..:.d._;r l'Otacivi ... aJ. . 

(m real) 

Lai'J figures aon bt"I!Ilotéticas en la razón 1 : m. 

4) ( 1) 

siendo ~ y d cc:myluJoo 



1 e j profutco 
ci6h . 

- G&l -

e "'1 e 1 ei arg e 

homotocin; ei arg e ) giro y ~ produce tras la-

Iueg1 ce ciclil.!.h..d (coL;3erva lc.s Úll!;uloo). El 
... entro do aimiH~.u.a. do ~.:&rscteriza por traaronna1'11!e en sí 
mismo, !')9 : 

Wo = ?o 

~() e: e Zo + d• (2) 

l'0r lo i.'U'tn ~ w ~ ... zo = d 
u 1 - e 

si reat.blrloe (l) y (2) U..Uf:ulOO: 

w - w0 = e\ z - z:-) 

p·.r'l z a C; w no J:>..i~i..Jj o EJCU. el vl ib0l! 110 Liuuo punto CO

l rt~e ponulo h t.e • 

T ·'.m"lJüC0 hf.y uu \ úlvr d.v z q..le :¡;r.xl.t..zca \1. ""O, 
Or~::ru.aos un punto z = 1.0 y uno w "'<0 taJ. que sea 

1 CX>=o o = _1 
CX) 

. 
Fonnemoo unu taola da valoree de la tuncion y , 

hagBlllos un grarico. 



l 
- 1 

1 
u 

y 

1 
-l 
-1 
o 
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1 
w 2: t: 

Por l o tauto; 

1 ,,¡,., .! 
1 1 z 1 

, 
o f'e' <tE> rr"<l'lce una iw.e~i. ~ d~ lP.a Ci f'tqn<: 1ac j e~""i a tma 
.:r.vt.r ... i .Jn tJc:..:m~tr:c..! a.: }<;J c:-gl.llll~nt..:a q,uvd...l..LL J..gL.~.t.1...s .Ie
ru por oh·a p!lrt~;; ~ 

s 1 p:r.ol.ct::l '1C:>rr3E- · r'l s~m:>tr.fa (~e c-o'1.B~rvnn !oo ~3u lce) .ll~ 
bL t..l t ut.l: ..,s in-.e:::"S l ~o C.Jl. ~L.etd_; 
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de r adi o 1 z 
c1u de:: radio 
c ia de r 1:1di o 
lk. 

Si dibujamos en e l plano 2. una circunferencia 
1 ~ 1 en e 1 p lano w corresponde una ci rcunferen
l. Si d1bujCJI~.os en el plano z, una circunferen-
1 z. j ""2, en e 1 w corresponde una de r adio ¡ y,¡l e: 

Ri d i l>uja!!l.Os en el pl..nno z unn semi -recta de 
cu·g z =- O ccr:reup.:mdu t.~n ;,: 1.4n!l som1 - rt:cta de arg w =O . 31 
dtbujsmoo P-n 1 una de arg z "" ~en el w corr~:~sponde una se-
mi -r3ctu de c.rg w=-; , etc . 2 

6) Veamos la :func i Ón : 

, 
Tr:·n:;f.orm,~oJJ.:.ce (;;JEJte cx:.•r3e: 1on ; 

A e z. '"be 
w => -;:;-r . 

e \'::: z + J.) = e.cz+bc+ad·· 
(e z + <1) 

e. d 

'l(:; z -+ l) ' b e . u rl = a + b e - s d 
"'= ---c(.; "z. + d) e c.; (e z + d) 

'W u 
z- ...... 

r. 
a d - b e 1 

-z-: ~ 
e 

{ 1) 

ducl'l, irmnre 
t.oui;:\a...iur • 

Pura estudiar las tri.li'ISformac lvnt:a que se !Jr1.1-
estudiándolas una p<'r una . Em.pscemoa por e 1 de-

, 
ae¡;uu vimos en esto cWJ.:>, 

( 

oe prodt..c.la 
1 

Z2a--
Z . 1 

, 
tros lac1ou . 

en ~ate caso se prod.uc{a inversiÓn simétrica 
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r.
3

= _ a d - b e ?..... 

c2 -.::: 

se ¡roduc.J en • .. ste ca'lo honotccia con g iro , P!'lr Últi mo 

¡.:adl..::loi nu~:u::.ente t:::-eslacf?n . Ilüc.;c en total se :prod.u~e : trro 
laCiÓu, ~.e1'8.1Óu sinJéu-iC...t, r.auo"v~la Cuil g irv) ~oohci~-=-

' luego ee con"'orv&n loo il~ltl-:f'J • 

.. 
ík ( ¡) po&..wca de~ajt:.r z ; 

-:r{ ~ z + d} e e "' ~ .. d "' •· o. z + b 

n.e (.ord"': d w .. b 
z= 

e e '· 
S .. n .. ::.. e ll'CL.o.I.:fcr .. ncia J z. - til ¡ "" 1~, 011 e: ~lru~ 

z. 
li.:stJ. d~crc11~ qu..., f~t m pr.uc'u.ce rn el p:'fa...'lo v . 

Reemnla7ane1o oz. p"n' su. valor, la ex¡..rt3B1 ón¡ z - m 1 = 
::: r. oe trr~;f'Jnl::. vr: ; 

1..~ w - ,, 
'W + o.l- m =IJ. 

qu~:~ vimos que brti la c:~xprt~stcm Apol onio . 

O sea quu u.na c1rc~i'erenc 1u <k. l 'plano r. s e 
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trenaforma en una circunferencia del plano w. Sin ·embar:.. 
go debemos recordar qua el CÍrculo de Apolon1o ee transfor-
ma a veces en recta. luego una circunferencia del plano z 
puedo ser eve:ntu.ulmente una recta en e 1 plano w y vice-versa. -

Pc.ru ac·bcr si una ilnl'3en de circunferencia es 
une re;;t3, c.lebvm\...8 estu<liur si éstil contie~e el punto ro 

V Ca:!:JOC lli imagen que 

w ? 7. .... 1 
= ---z:-T 

produr.e de la cirr.unferencta 

pnra z =l 

h..et; t.. la L.n~vu es rectuj para dett:lilline.r es,;a r üc,W. neces1-
tawce doo puutO-i : 

pt.Lril z e -5 

!Jal'ú 7. ... _, + ~l. • 

-10 + 1 5 - 1 
w - - -:-b- = 3 - o 

-4 + 7 t 
:; 1 . 3 

- 3~ • 9 i ll - 1 
- 18 = ~ 2 

con lo cual queda determinilda Ja recta. 
, 

St:.poiJbamoS qut.1 un la expres1ou: 

a z + b w ..,. 
e z. + d 
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a una recta en el plano z, corresponde una r ecta en e l plano 
w • .3ean r y a estas r ectas. Elijo:d>s dos ¡untes simétricos 
z y z'. Sea w el punto corr~apondiente a z • Queremos saber 
que p¡nto correspona.e a z ' • 

P l a n o w 

~ \ 

~~~ 
·j/ \ 

\ 

ToJ.&a 1~1S c.il·cu.nfer~n ciaa quE, p&lt!Il por ~ y 
7 1 cortan ;perr.tnd.1c:ularmen1:e a r. Como la.CJ ei~un~eren·ies 
a.e 1 ¡:;lGnr.> z se: "';r~Jfo:u:.ar. vn c1reunfercn-:13C .Jn el ple.:H' il1 

t.t31;0 &ismo dtiblil regir en e~:>tu Últlmv plano, puet>t.o que 101::1 
Ón{ru 'ios a e e onA erv an • 

Iu~o " ·' ee,aLaétr1eo de v respecto tt a. u 
ee~ a parea cte puntos aimetrtcoo eorreeponden pf\ree ri.e run
tl;a e 1n..é trie .:xJ • 

l'LOC i..W 1 

Si no se trata de rectas, sino do c1r~unf~
v~:~::-em~ .lo qub e.:uceda . 
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p 1 en o z p 1 a n o w 

r S .. 
i w 

ll •w 

;/ \ 
X 

/ . . 
.l 

'-......__:.// ..._ 

Sean dadoo 7., z' y v. Se qu1ere sabe r qne run-, 
to corresponde 1:1 z', siur.io z y z' puntee eimetricos con 
reSPf;'cto a la circunferencia. O sea son p¡ntcs annÓniccs. la 
c1rcunfc:rnnc1a de di~etro ig' ... al a su d.istanciu es el círculo 
da Apolúnio. Su diámetro, aegÚn un teoretaa de Poloo y Pela-
res ea : 

z' - a e 

las circunferenc iba que pasan por z y z' se 
trculAfol"tllnrnn en c1.rcunferenc1!1B en el pJ.anc• w y entonces 
w será o 1 inverso da w (pu.ntoo axm.Ínic es l· 

,¡ueremoo trlli".S f'c-~ar la circur•ft.rcncia 1 z {=1 
ail la e 11'\!unforenc ir. 1 v l -1 ¡)or oedio do una de lus tun
e iones 

z + b 
• e z + d 

ces 
Hase:.nos que , 

w .. ro corr"'spondera. a 
a w =O corres poma z = z0 ent.on-1 , , 

z = -- (segun el ptll'rafo vis-. z ... 

to anteriormente). 



Podemce poner ; 

w =ro 

Hngemoo 

Entonces ~ queda ~ 

po.r ... z = 1 

ya que 

lueeo 

w == 9 

- ~:>d -

a 
d 

1 

b z +a 

e 
1+-z d 

-

= ~ 

- z* z 
ü 

); - zo 
R = '4 -r--::-z$

v 

~1-·· _z110,.... ¡ ,., 1 
.l. - ~(,;' 

1 fJ 1 = 1 

Po:t lo tanto la ecu.e!'lón de tr9Il8;!'ornac i~n de 
circu.1f:n-enc ie eú e ir(:\ nl'cn.nc i~ ee: : 

, 
como ae ve: 

z - zo 
w-. '1 1- .. •z 

·~o 

para z "'O 

siendo 1 r¡ f= 1 
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Z" o 

cr1b1r como : 
la ecuac 1Ón de la e 1rcunterenc 1a la podemos ee 

l -
w= q 

l 

1 
to  z 

7) Veam~ la 1'\.mctón: 
r.• o 

e obom.cs quo : 

y 

z :r 1 1. 1 e1 :u-g z 

~i = ! w 1 e 1 'lrg w 

lut~go ' 1 w 1 e i :J!G w = ~-:a 1 zj2 8 21 arg z 

de donde : 1 w 1 ,. jl·¡ 
org w .. 2 ag z 

HRgWl"OO la repreeer•t ac 1Ón en lee ~ll!.noo z y w. 

(Vt:r f1g . en la peÍg. siguiente) 

A uu azco de cil'cunferencia de radio j ~ 1 = l 
e orrespor.de un a:rc o rltJ e 1:xu. .... fr:-'" nc ~-a do r· .die¡.,- 1 = ~ . , • un 
nrr,o .l..; c\rcl. nl'crenr;ta dt:. :::-t:.d1oj z ¡

1 
., _! ~.orres ,poude un e.r-

1 
., 2 

co de circunferenctn de radio w¡"' i • 
A la ee'll~ -recta dol :pkno z corr6a,t:.-ónd1em:e a 

axu z = O corrúsponde una semi-1-e~ta de a.rg w = o. Para un 
arg Z:o: T correspnnde un a:rg w = ; • O ee::. a 1u figl....ra. 

a e hu rada de 1 p la!lo z e crrec pondt. la cie 1 }l li:wo w • 



P lan o z 

- 2iO • 

• 

~ 
t 

~ 

Plano w .. 

J¡ un arg ~ ... ..2:... e orree pori.d.e un t.I.I'g w = n • O 
, 2 

oea que loo ~u lea rectoo so conser.~an, .II!tdloe ea el: origen 
en que se duplican . 

8) FBtud1emcs la fuuc1Ón : 

" '"' ez 

z • X + 1y 

se t1ene: " .. ¡ w t e 1 e.rg >~ • eX e1Y 

de donde Jvl•ex 

y arg W=y 
, , 

Hagamos la repreeente.c1on de esta funcion en 
loo dos planee • 



• 
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A la n ·ta :t • O del plan.> z le corresponde 
une. c.:1:rcul.fur.JL>:!ia l w 1 -=1 C...vl plJluo w. A l.c: recta x e 1, una 
c.:ir~unferdlJ.C1i 1 wl o:::u y a le. r~:~cta x o::- 1, une c1rcunfe-
rc nc.: iü j w 1 ~ _ . . 

e 

r - A Ja. rGCtl' 'J e 0 le CO't'1'9Spnnr\e la_Sflmi· rec-
trt ¡_l _1 tle l J. la: lO '\\ • \.J ~ 11" :U, e oneb pvntlu [ 2/ ¡ y a 
y • n .le correeponcte L3] '- -

, 
O at-a úl n.coa ur.:huxaua dal l!ltlllo z lo corres -, . 

ponrle el area nchura.da. d~l plenn v. 

FUNt:IOW!:S ANA LITIGAS s 

Son aquulla.J f\l.ncionee de val'iable COiD.pl.oJu que , 
pooeen derivadas en toda. una 1-egton, Se lee llama tam1ien re-
su lores, mon~~nicae y hato O'IOrfr.IB • 

la ecu.ac 1 Ón: 
Sea w una ruoc1Ón de z, deN.n1.da. por medio d.e 
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w • f( z) 
, 

que exigimos que t:tea derivable en una c i erta region del p l ano. 

Definimos su dt;rivada. cano; 

~!J11 hw .... lÍ:n f(z + h'".) - f(.,.) 
A2i-; o L.?. ~-:. - ~o Lt 

.l!:e111diarAmos al':)Unoo tiros de :f'UTlcionos y exn
mino:-e:n-:s ei 3on e• 1.0 dn1.va'Jl:lt., 

~ea r:or Aj~mplo : 

do doPae = 

o sea: 

_6.w. = 2 Z+l:.Z 
AZ 

w1 :a2 z 

1~sto wuestra que la i'Uuci~u f( z) = z?- es tiE>l'iVfLble y por lo 
te.IJ.to e.nuli tic a. 

Podemce decir uo l·•s :fOte!lc ics ds ·.¡criab le e ..:m. 
oleJa ticmer. &a dc;,t·hada. 1d~~ticu u les potel•CiCd de var1ab1.:
~eal. 

Entonces: 

, 
C t~rli:J id& remos abur <J la fU.lJC ion; 

w e Hez 

w + A •-J e .Re ( z + A z) = RP. z + le h z 
AW =Re L'l. .. AX 

A.W i.\.x ---- - --~~~--
6. Z AX + 1 /.).y 
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Ahora pnra h~or que ll.z .._. 0, nca acercare -

mM primero .rarale:Wmente el eje de las X, ccn lo cual- i!>.y = 
O • Nc.a queda: 

/J.W ""1 
AZ 

Ri nce P..cercami"'S en seguida para le lmnente al 
ejs du l:..s Y, tc.nll~cc ~x = O y con esto; 

lÍra 

Ob.;e!"'. anoo er t me ea que la f\m..:!.Ó:l "'( z) "' Re z, 
pueúe t~un· ri...a dt:n ivadad d~ft-s:entes, e&gÚn e 1 modo en que z 
t1e•tdo r:& c~J·o. 

I'ltlc imeb po:r; tnl'l"t CJ q1.l ~ l~ ftlllc iÓn f( z) • Be z no 
13C •lL r1v:ble: ""'C'": ~-r') ·1.o "J'l'·.;.:+:-:a . 

C Ll:\J ¡_fT \'Á l)h .1)11, 1·1(~.,. • Ji. Ll ) L'. f',H]) Í ---------------- -
"nT.eJ '~"' dvd._.c ... l' t:;,_r' ... ~l .. cuv.u~ ..: ioLes. haremCd al

I?U!"lfl 'l r;('pr~rtp;rr...;tcm<" 'J sno.l"") E!l con.:"'fl~l"' ,·e .'·l."'llte ElU el cem-
11• (,. C..ll.r -~ J 1 • 

~J-
~-

~-~ -._,.._....;,;.----

1 . - -------------------X 
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En el ctll!lpo real, so a:firmn que la :runc1Ón r (x) 
tiene un l~ite Ún·1co , cuandox-.x0 , a l ee verif ica laso.. 
la cond1c 1on : 

En e 1 campo ccmplojo, en C!IIIlbio, la variable z 
puede acercarse l\ Z de infinitas manerl.IS, e imponelllOS ln cm 
d ic l¿o do q1.4e todce 

0
loo lfm1t9S Q.UO ae { se obteru an sean igua 

les. 1n purticulur exigin.oo quu suan i{,u..lles aqile lloo que co::
rrP.spcnc'!an a un acercFUniento· horizontal ( A z rea l ) y a uno 
v~.;rti~el, ( c. z 1m¿,g!.o:..r1o) . 

, 
D3duc1remoe ehora la coudicion necesaria de de-

rivatilidad . 
, 

fea l.n fUncion • 

siendo 

¡;,¡ l!leutumer. tll : 

Cuando 

u::; u.(x, l) V = v(:c, 

/• '~ ~u + i Av -- ., 
AZ ~X + i AY 

AY::: O 

Aw 6u + i/:lV ÚU -- e; "" -,..-
AZ 6X ¡_y 

:¡si Ax -+ O 

6.w ÓU 

i)X 

i)y 
+ 1-

f¡X AZ 

.~·) 

~ 

+ 1 
bv 

LX 

Ahora, si Ax "'O 

6.w 

6.2. 
Au + 1 A v 

1 6. y 
Av - --AY 

= _1 Au 
AY 

(1 ) 
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y al hacer que S AY ---. O 

~~ cv 1 au 
AZ fJY dy (2) 

CODJO loo J1mitea (1) y (2) 
ueue ver1f1car~e ' 

deben ser 1gutilee, 

é'u + ;,x 
av -- -iJy 

e igualt..n..l.o J¡artus 1·eul e imaginarla, 

e u 1-
iJy 

--~-~-~-:_;_/ ! Ti. -~ 1 

Estas ecuacinues '~p~esentan l e condtciÓn ne
cc.snria y t"aTIIbi~n su!'i c i onto , ~.)"'ún pod.::'Í ::t dem.~.strm·su, para 
quE~ la :f\Ln¡;i~n: 

~~ .., 1l + 1 'V 

aea t1naUt:!.¡;':1, 
e 'JT' oc P."1 e !ll e l 

A:¡,.,.{'~ .... p:;vP.a IJna OAl'Jvad" ,intca. H!)ltlS ·ae 
':!:'-~~·- d.. ··~.-::t,e.!ior en le. Caucb.J -!li.milaun" . 

Der1.vMd.o uc.-rc~ .,_~•r.errt·:P 13Hts.~ ~>Jcue.c1.o~es euce
eivarte:J.t3 e :m li9Cf1l''tc <J. l .:1 '·~.! · ... '... _l :< e y 1 outor.an~<l:l: 

2 
~ n 

--l"i 
;. x· 

(5~ 

\.l ------ (4) 

a 2 u a2 v =--a y2 axty 
(6) 

·· y canbin!l.Ildo las e~ua.cico)S ( 3) y (6) 1 y del mismo modo lbs 
ecuec iones¡ ( 4) y { 5) 1 se obtiene~ 

a2 u é> 2 u 
--+ ""o 
a x;.J iJ y2 

a2 v 
--~ + 

:Jx 

a 2 v = o -¡y¿ 
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~n la que ee pueden escribir er formas 

V • 0 

Estas ecuaci~nee, se conocen con el ncmbre d~ 
ecuaciones de Laplace. (V operador Iaplaciano). 

fUnc ia:lea: 

1) Sea~ 

8:} tiene r 

Estudiemos ahora algunoa tipce especiales de 

u e ex ces y 

au .... av --a:: e ... cae y; ax --= y ay 

a u,. - ex sen y¡ 
a-:; 

~V 
--"' ex sen y ax 

Cano estas fUnciones satisfacen ltlB ecuaciones 
a.'3 Caut:by-Riemann, d.Bducimoe qne existe una fUnciÓn de varia 
bl.:l cí.1llpkja diferencic:.ble, d~f'irida por la e'!t1aci-1r: 

w = u + 1 v :::: eX(coe y + 1 sen y) = ex+yi 

que se escribe' X 

Cao.o aabel.O.OS que EjSta ftlllciÓn ea anal{ tic a, cal.. 
cu lemoe su deri'vada. Escribamos: 

ya que es lÍcito acercarse en cualquiera direcc 1Ón~ 
, 

Efectuando la derlvacion parcial con respecto 
a ! 1 se encuentras 



• 
- 26 ?-

dez 1 • • eX • e Y .. eM 
~ 

Resumi endo, si 
, 

tenemos la f'Uncion ' 

encontremos que au d.ar1Yada vale : 

d'W - = ez dz 

lo que muestra que esta fUnciÓn se deriva idénticamente a la 
fUnciÓn exponenc:1al de va:':'iabla real . 

2) Si se quiere I:Jlura que la fUnciÓn; 

U =X f(y) 

e 0~ onaJ{Ura ::n'e-:'l.e e-scr1.biTSl, que ella satisface la ecua
e ivl• ue la!J l.:.tr.;, ~ 

pero not:anuo que: 

Bu ded',:¡ca que~ 

lo que aset;ura que le. ser de la fonna : 

u • x(a y + b) 

Debe determinar ahora la f'Unc iÓn v 1 para lo 

cual aplicamos las ecuac1o.a es de Cauchy-RiemumH 
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B V c1 U -·-8Y ax 
. 
1 

av eu - .. -a x a y 

Reemplazando en ellas los valores de ~ y de 
JX 

obtiene r 
av 
- • a y+ b 
aY 

av 
~--ax 

Intt~grando estas ocuaciones, ee encuentras 

e 2 
V • 2y + O y + .h(~) 

'U 2 
V • - :¿ X + B {y) 

eC"'Il!•arenclo emoaFI aoluc1.onea, ae obtiener 

Mx) = a 2 + e 2 X 1 

]3 (~) = o y +e~ 

con lo cual la eolucijn fi:l.ál ecs 

a r ) 2 
V -. - (yc; - X ) + b y + e 

2 

En SPgn1da, ccnsid.erando que' 

w ... u+i v 

deduc 1moa que : 

w • 1. {a y + b) ? .;.! (y2 - x2) + b 1 y e 1 

que puede ~scrib1rae : 

.U ae 
a Y 

v = _ a 1 (x2+ 2 1 x y - y2) + b (x + 1 y) + 01 
2 
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o seas 

3) Estudiemos en seguida. la derivada del l<::E;a.ritmo compleJof 

Si tenemos t w =loe z 

¡iodeJ.:I.o,J eocr1b1r: z = e w 

d z w 
d w • e y e ano sabemos que: 

dw 1 l 
di • --= -ew 7. • 

deduc irnos que s 

o sea~ d ( l og z) 1 
dz -z 

Ytt. que l1ablwuce de logari tmo cOOlpleJo, darElmoe 
e ~ste1 v':'l.n axp"t:~" 1 :,n rtÚ~ conven:1ente ~ 

S 1 te nem~ : 
w = Jcg z 

esc::.'lbiU!os como anteriormente $ 

Por otra pftrte, tcdo compleJo ~' ruede poner
e e en la for.n::..~ 

z -1 z 1 ei arg z 

y canparando esta ecuac i Ón con la &'lteri or$ 

·eU e1v·lz!e1argz 

• 
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de donde resulta; 

V •arg Z 

ctón: 
::reemplazando loe valores de ~ y ! en la ecua-

\I.:Ui'i V 

obtencmca : 
lcg r. •l n j z 1 + 1 ( arg z ..- 2 n n) 

; ; 

Eata ecu&::ion ncs muestr~ qu~:~ cada rumero tie-
ne 1nfi n1too lqpritmoo . ~mos a z el valor - 1 y obtenemos 
así 1 

lc:g ( -1) = n 1 + 2 rr n 1 

IN!EGRACION DE FUI\'CIONES DE V AlUABlE CCMPIE,JA : 

Hema:~ tratado en el párrafo precedente la deri-, 
vaciou de fuucicru.a d9 variable cr.:mp,eja; eRtudiaremos ahora 

s1 int-egraciÓn. 

CO!lt! U.eremos la integre ! cu:rvilÍnea : 

I .. ¡ (p d.x + q dy) .. . , 
a lo largo de la curva definlda por la ecuacion f(x, y) "'O, 
y elondo : 

P a p(x, Y) q e: q(x, y) 

; 

Hemos estudiado que si se verifica la condicion: 

-
el: valor de la integral, resulta independientemente del ca
mino a lo lB.Igo del cual se efec~a la integraciÓn . 
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Apliquemos este COTll:<epto a las f'U.WiODee de 
variable ccmpleja. 

Si disponemos de una cierta i'UociÓn · · 
f(t) .. u + ViJ yOdemos defln1r la operac1ém. de 1nteg~iÓo. 
poiT m~::di0de la ecuaciÓn: 

r r< 'l.> d z = 1:fm ~f(z) ¿z 
6Z -';O 

, . 
o temuien;( 

f( 7) d 't = lfm ~(u + v i)( AX + 1Ay) 
"Ú b.X~O 

ll.y-,o 

=[cu • v 1) (d x + 1 d y) 
•e 

Desurrclle.ndo ae obtiene ; ,. 
~ :f( .. ) d ., = 

.) 

e 
r (_l d X - V d. y) + i !cu d y+ V d X) 

e e 

¡..ero at¿Ún les rér.:l.lllcs dJ /jpu~ by- Riema.Dll} se verifica' 

= 

lo que muestra que la integnlJ. ccmpleja resulta independien
te d(;l car..J.no. 

Luego: .. j~(z) d z = /r(z) d z 
A A1 

Esta condiciÓn ee verifica s~empre que entre 
loe cirouitos considerados no exista niQi!;una singUlaridad 
de la fUnciÓn f(z) . 

• 
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En todo :::i:rcuito cor::-ad.o, qu& ()x.;lLl:, a ~uLtoe 
st..¡gularea do la iu.uci¿a f( z), se ve.dticti por -cant.o~ 

Tl3c..rc..mu de cauchy 

Sea~ 
I ~f __ zm d z "" lutebrcü a lo l.arp;o de urui circunraren-

J cia fle racio r. 
\S' 

Eacribimos : 

La 1otegrt11 queda con esta traosfo!";!lt.Cl.Ón: 
2n 

I = 1rl'l + 1 J: e (o.+ 1) f ')d 6 

2 
(m+l) 1 e 2n 

o s&a; 1"'1 .:.e __ _ 

(ru+l)1 

m+l 
r 

m+l 
( 1 - l) = o 

o (para m+- l) 

Si m = -1 



o a&a ; 
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. r2TT , 
I.:~de:::2rr1 

o 

J~ dz = 2 TT 1 + O 
z . 

lo que no dobo SOI':'l'O~f'DO!l yc q.ua z =O es un punto sin
bUll:.r . 

G~ne~alizando eata propiedad, podemos escribir, 
e mn.b ienJ.o z J!O:c ( z - n) : 

r d z 
.Ir.- a 

_y.---. 
( o.'-r ) 
\.._ .. / 

2 TT 1 

la sil~ul:llil&J ao produce ahora para z =a, y 
Bl estt:~ vunto ou.bdu c.:an~rend)do en el circuito de 1ntegra
ct6n, nue~stru irltoc ral • a~e t: oeti.n Jo vi:Jto: 2 TT 1 

S1 z = a queda e:x.clu1do del c-ircuito, se verifica: 

~· --~--z- = o 
: z - a 

•a (,' ...... 
~stae p_·( u-: a<la:.l ... s pt.ed.en h.-tCOl'B~ ex tona ivaa a 

11:1 lntegraciÓH de tuoci~ne& a lo largo de curvas cualesqui e 
ra, cano Jo vf\remcs on soguid3 • 

.l!:acribamos ; 

J.. él.?. J o.z }' dz 2ni z:a- = . z:a .. z:a .., 
C B A-B A 

Resumiendo: 

f ;;1 dz .. ~ o
1 z- a L 

Cuando 
Cuando 

'i está füera del circuito 
a está adentro. 
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o h1en lo pod(1moo ponP.r : 

1 j 
~rr-r d z == n r,.;-"7') 

z .. a @y 
tomo de a~ 

Calcn;)ar J.a inte.:raJ, a Jo hr,:.:c. del contcrno 

11 "'--........._ 
1 i . 
v 1 : " '-· ----~2--2 

!3 

Ül'<:J~1"'TBMC'3 que e 1 done&tna
do.r be ~1Ulu p6rt1C 

Z e g + .!. 
2 3 

o S.Ja ul contorno triangular 
iru.: luye en ee te cae o una e 1!1-
gu lar~ dad de la funciÓn aub
ilttegr~;~.l. la integral ea an
toncaa diferente ~ cero; 
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calcu laremoe eu val or, eecr1'!'11endoa 

f 1 - z "dz • .! 1 l - 1 dz - !:.j dz 
~z - 2 - 1 9 ( z _ g_ _ 3) . ~ 

la B':'gnndn ir~tcgral e:.s nu J, ya qut- Ru fUnciÓn 
eub.!intt~grul no t,i.f.- .~e t:~1ugllltlJ1.Jad alguna en ~l circuito que 
conat.itermnce . '¡noda por tanto • 

r ,. 1 - z dz .1 ,;z - 2 - 1 -
F OP\f..J L4S INTEY;R!\JES_ DE Cfll!CHY ~ 

1 - 1 -·-- · 
9 

21T1=~(1 + 1) 
9 

Si de.Re'l.lllce calcular la i ntegral: 

¿. • f · 1"( :.:) ra ~ --- dz 
r · . .' z-a . . ... 
' · -~ · , 

Aiendo f( z) nna tune i on :x:egul~r¡ podemas poner s 

f( z) "' f(n) + f(z) - {(aj 

e or. lo cuo.l lLJ. iutogral qu€Jd.u : 

¡4 d .. 
r(~). z" _~a -· JI' f ( z) Uz • 

. 7. - e. 
.. -., 
a t·· 

-- .. (~a ;: ......_ .. 

( • 1 \ . ' ) 
+ A f, :¿__:._[\. t:!.. dz 

.l z-e. 
~~ 
\.~/ ( ¡. ..... 

Le p;rL"le;:r, l!l7.c[';:·l~, ':!"'g>~r. . f'a1 ·e::l':9 ·vo.,lo ~ 2 n 1 
y al lJ.HJtumce I u :U et..g_.t.~.lú 1 p~·c..:-:x.oa ee>Cl'i"..,1.':' e;.-:;.~~ 

r( z.) - r(a) 
~ - u 

- . r•(u)l<& 

cua.11do e ea poquei:io, o 1ntegrw1d.d 1::1. lo largo de la ·ctrcun
fere.nc 1!1 de ru:i!o S 1 obten~: mee : 
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JI- Jr•(a) dt,<e- 2 rr & 

poro: f r f'(a) d2. •f'(a) ./ dz .. O 

o sea: 1 I - o 1<2 TT b& . , 
que t1aude hr~c1a coro cuando e tiende ha.cie cero¡ por ~ato, 
también I tieLdü hacia. cero1 cCJn lo cual nueatra integral 
quedaJ 

f !.M dz .. 2 rr 1 f ( 3) 
J z - ~ 

<E") 
Dtforenciao.do esta e~uac1Óo. cc.n Nspecto a a olJtoilOmos: 

r 
]! J ( ) 

... 
z -e '" 

dz "'" 2 rr 1 f' (u) 

2 ~ r f( z) dz e: 2 rr 1 f" {a) 
. J ( z - e,j 2 

. . . - . . . . . . . . . 

, que se cnnocen con el nanbre de formulas integr1:1les de Cauc}W . 
!'~ARROlLO Iilli T.AYWRs 

Sea. f(t) una fUnciÓn an9.1Ítica en um. e i'.'lrto. re 
g 1Ón . Supongamos : 

jt-al<lz-al 

qc~ 1 q 1 < l z - a 
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. . 
Segun lea l""'lru:ionc:ta estud.1adas, se tiene: 

f( t) 1 ,r· _!. ~ zl_ d2'. • 1 J f( z} d? 2 

2 TT 1 ,./ Z - t ~ TT i ( Z - tJ.) • { t - a) 
'4 

( . 1. 
1'l1=2n~ J 

~( ~ ) dL "" 
... ) ~: -q) 

(X) ,. 

• _l_- ~ J. :: ( ~) (t - ~)n dz 
2 Tr .1. n .., o 1. - a • ( 1.-- a ) u f(t.) 

')) . 
.1·(t) • 1 .., ( t; - a)D f t'f7) dz 

--=-2-n--=1-n =o • ( z a)n + 1 

y St;gÚl 1D.e fÓ."''ll!' l.&; integ .. :al.ós da Cauchy 1 deducid,_s en el 
párrafo entari0r$ 

f(t) Cl z 
o=o 

que expresa el desarrollo de Taylor para la. f\,ulc1Ón f(t). 
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Il~RACION DE FRACCIONES AlGEBRAICAS 1 

POR l·!EDIO DE V:t~~ COO>DtJ A. 

Deducire!l"oo uol\ formula que ooo permita calcu
lar integrales de la f:>:..::J.tl} 

ro r; ,, ·, 
J Ci(i) ex 
-\1) 

en que P(x~ y Q(x} 1 BOL J~CJlL:.:.n::.oa de grad.)S ~ y !!1 respecti
vamente . .. 

Ho es pcsil.Jlt;, debd.., lu..;go, qua m ~ n, pues 

P(x) r.o tend~rla a cl;jro cuando x --> ± a.. QtXT 

Tampocu ?ued~ sor n m 1 J;Uus \..:l tul cae o ee 
tenddn: · 

z • 
a 7fU ~ :... 

1 
..,_ l ' ·. 

_ m m_- x + •••. 

bm r.n .,-1 + bi1-l x-n + ••• 

o se.::t X P('t) = 
Q[i) -:¡-m; ~- x- 1 ... "'ta-l + 

Esm+ élm- 1 x· 1 + •• -. 

... 
expresiÓn que tende.r!a hacia el valor : cuando x --.± a. 

Esto significarla que ~~ se portaría 
/h"XJ 

des de !_1 cano la :f\Ulcion: 

y la integral: 

fto~ 
-CD 

para valorea gran-
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es divergente • 

Soa pues, n ~ m+ 2 lo que garantiza la conver
gencia, siempre que Q(x~ no se anu.le para valorea realea de 
la v.n-ia'Jle x. 

J.\R{ ,Q(7.) tendrá sÓlo raÍces crmpJ..E; ,1aa; saremoo 
quo ~1 t..nc.. cc:¡nc.i..o:l real, r~ :h.Tt ic;é CO!Ilo r3Íz un IUlDlero ccmj}!e
jo, o.Jruite ta:n..1lé.u. t:IU coHj•Ael:lUO • .De estas coill::lid.erac1onos, se 
'iednco flUe el ~ru!l.o dB t.t(X') df'berá ser un m~ero par. 

Suan: z1 ~ ••• zk. las rafees de la ecuaciÓn~ 

~( z) = O 

, 
que ustf..Il e.u. .., ::_ HeUli-];Jl...u.o aup.;rlor, -~s decir· aquellas cu.ya 
pllrto izn~·1'1Br1.a &e pcsiti-va. 

Avt.lu&~w ~ 

•tJ 

( _:( ~) 
J .¡, 'L.j 
-U) 

cz 

Para ésto,hr:grura: ~ 

p 
r pf z)· dz 

~=J ~{ ¿} 

-P 

l.ún dz 
p --+<ll 

I =/~(z) 
p .,¡\. Z¡ 

--a: 

rara ca::.Cu1.l1· I , utogJ.'dmod a lo largo de las 
p 

curvan que indicamos en ol e;r:\rtco, f..e modo que dentro de 

• 
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e ada una da les zooas detAr.:'.i:J.edas por os tas Cl\X'VCS 1 queda 
una a !..JgU ::.a.r-~dad de la intc.g.ral. (Raíces da Q( z) "' O) • 

\ (C) 

- p p 

luego; 
p 

I p{ P(z) dzf:t(z) dz+( P(z) i.z+ .•• + 
Q[Z} ~ JOQG.T 

-p e1 2 

• 
..: ••• + ( P(z) dz - 1 ~ dz 

j "T'(ZT './( q. ( z ) 
ck e 

Ce.lculemcs primeramente la integral a lo lar
go de la semi-e ircunfe rene 1 a ( C) : 

/ .1!: scribiruoa : 

1 

1 
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Dm zDl + 

\:In ztL + ••• 

o tivn : l 
• n-m z 

a + m . '. . .. . . . 
k ' 

~ 712¡ 1 

Z.f 
ya que el wÍnimo valor de n - m es 2, y cQ!lo: 1 zl ""P 

1M~ 1 < :~ 
Intee>ramlu f4 lu ia ~go de (e) , se obtiuw : 

1 
(' ; ( .., ) 1 k 1 

1 

k 1TT 
- -· UZ ~- • TTp "'-

l't '<H~ ) 1 
1
? V 

.. L..>ra t. lvn s 1 huc ln,)3 qu0 p -, 0.' , tend:"el...DS qu6 

Debem~ calcular por Últi:no~ 

~ara lo cual cscrlblrooe; 

~ .. IIC :¡., 
r P( -..) . ( z - z.x) 
~ --. -:7'7.1--... ~~ z .. 
c.; k 

dz 

Z - Zk 
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Ahora b~en, la ft~cc1Ón J 

puede ebcrioirse ¡ 

r( z) . ( z - Zk) 

Q{ 7) 

< 

y teniena.o <Jn cuE~ntn t:ue cuend.:J z -> zk, 

==-----=--

s& deüuc& quiJ : 

Dunuc 1::. K. 

zen.rl o en e 1 ve lC"r de ·1-J: , 

:i.os valon.e , k .. 1, ?. , 
oht•3ne:"'CC3 ~ n.:1.Jmnntt: : 

••. y ':'eempla-

("'\ 

,. P' ' r 'Z, 
j ~(i) clz .. 
-w 

2 f! i 

1 

In(·' ., ulJ 

Lo:¡'< =-1J 
I(L2) , . P(z~) -, 
Q 1 f i:¿) ., ... + Q ( .;k.) J 

Estfl reeuJt&c\o es de mncha \ttill~añ ')u ( 1 cÚJcu
t b 1L !r.tc.gra!es dofil.id~ , En el -:up ... t..tlo colr .... sp<J.lCJ.bn~t. u 

uS¡,to.lJl&c.eria, O.b.I'o.::mOO unu apÜCIJCiÓn d& EIG'Ca t'Órmulc . 

S"la: d'W 1 a. " A e 
az 

y aupo~ami..S : d-w 1.-0 
1.z 

para ql'e e 1 áP.gulo n queie C.etom1r..a1c , 
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Sean tres puntee de 1 plano cor.~plejo: r.¡ z + dz; 
z-+Ót y los correspor.iientos delplanow. 

1 
1 

1 

z +S z 1¡ 
//'...¡ 1¡ 

// 1, 

// 11 

z / --------

w . • 
'v---._ 

"-.~ 
~ ' 

¡; 
! 

Z+G.2. l VI + b TI 

11 
¡1 
11 

w + d \'1 

r .. , 
"'A eict E v; 

:e: ""' o z 

Y. ..... = •\ ict d e z ( 1) 

IuP.gCJ ~ 1 d wj cA 1 d z 1 
(2) 

, 
1:1.1:"g d W ::2 Cf + IJ.Tg el ~ (2) Adomo.u : 

d w .. u. 
yü. que nrs J. w - arg d z ::a arg d ~ 
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Asimismo se verfica que~ 

1 bw 1 -= 

y axg & w = a.+ arg 6 z 

dividiendo miembro a miembru ( 1) y ( 3) t:le obti ene: 

1 d V 1 
L·o-w

1 

1 d 2. 1 

1 "TZ 1 

(sewjé!!i::a i:.flr.lten i!!lE.l. Tieprecent9.ci~n conforme) . 

Hest~ndo ( 3) de (2) : 

arg d w - ~ 0 w "' exg U z - arg S z 

(3) 

( 4) 

. ; 

Es to es .o que se 11~ rE.pn,Je:rt.achm iscgo-
nc.l. 

0 sea t'igUl'<P inflnlte~LJ:..l•s E;n e: }Jl~o -~y 
"' s cm a ene j ante a ~ loo angu los A e e ouue :rv an e iemDr,:; que 

~~ --~o 
d 'l 

) ) ra fünc 1Ón 
, 

COllA'tituy& u.tJ.a r~p.c~aCJnca~ion cO¡l'fOliCi.d fuere. del punto z =o 
e on RU :!!llag.en ·~ = O ya o ue v1mca gve au derivada era: 

w' .: 2 z 

que e~ distinta de ccr? par~ z ~-O . 

2) la 1\.nciÓn 
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, 
.s·iando, seGun lo v1ato entertormt:nte 

a d-bccfo 
"' ... o 2 (e z + d) 

, , 
dt. un~ rupl'euentac1on cont'Ol'lll.e de todo e 1 plano ~ sobre to-
do el plan,!· 

- oOo -

• 
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